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Definition und Beispiele

Definition (K3-Fliche)

Eine K3-Fliche ist eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion 2, die

@ eine nirgends verschwindende, holomorphe 2-Form besitzt,

@ einfach zusammenhangend ist.
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| A
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Definition und Beispiele

Definition (K3-Flache)

Eine K3-Fliche ist eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion 2, die

@ eine nirgends verschwindende, holomorphe 2-Form besitzt,

@ einfach zusammenhingend ist.

Beispiele
Glatte Quartiken in P3

Glatte vollstindige Durchschnitte einer Quadrik und einer Kubik in P#
Glatte vollstindige Durchschnitte dreier Quadriken in P®

| A

Zweiblattrige Uberlagerungen des P2, verzweigt in einer Sextik

Kummer-Flachen:
Desingularisierung von A/~, wobei A abelsche Flache und x ~ —x.

v
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Einordnung in die Flachenklassifikation

Klassifikation der algebraischen Flachen (Enriques)
Kodaira-Dimension
e —o0
Rationale und Regelflachen
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Klassifikation der algebraischen Flachen (Enriques)

Kodaira-Dimension

@ —00
Rationale und Regelflachen

e 0
Abelsche Flichen, Bielliptische Flachen, K3-Flachen, Enriques-
Flachen

o1
Elliptische Flachen

e 2
Flachen vom allgemeinen Typ
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Einordnung in die Flachenklassifikation Il

Bemerkungen

© Die Existenz einer nirgends verschwindenden holomorphen 2-Form
(K = 0) impliziert Kodaira-Dimension 0.
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Einordnung in die Flachenklassifikation Il

Bemerkungen

© Die Existenz einer nirgends verschwindenden holomorphen 2-Form
(K = 0) impliziert Kodaira-Dimension 0.

@ Wirklich K = 0 haben nur die abelschen Flachen und die K3-Flachen.

© Der einfache Zusammenhang unterscheidet diese beiden Klassen.
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19 Moduli

@ Quartiken im P3 haben (;) = 35 Koeffizienten, bilden also einen P34,
Aut(P3) = PGL4(C) von Dimension 15.

34-15=19
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19 Moduli

o Quartiken im P3 haben (;) = 35 Koeffizienten, bilden also einen P34,

Aut(P3) = PGL4(C) von Dimension 15.
34—-15=19

@ Ebene Sextiken haben (g) = 28 Koeffizienten, bilden also einen P27,

Aut(P?) = PGL3(C) von Dimension 8.
27-8=19

@ Wir konnen ebenso die Grad-6 und Grad-8-Falle rechnen. Es wird
wieder Dimension 19 herauskommen.
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19 Moduli Il

Die regularen Flachen mit kanonischer Kurve von der Ordnung Null hdngen
von 19 Moduln und der ganzen Zahl = (dem Mindestgeschlecht der auf ihr
liegenden Kurven) ab. ...

Francesco Severi: Die Geometrie auf einer algebraischen Flache (1922)
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Kohomologie der K3-Flachen

Kann man Severis Behauptung mit moderneren Mitteln bestatigen?

Kohomologie:

dim H%(S,R) =
dim H*(S,R) =
dim H?(S,R) = 22
dim H3(S,R) =
dim H*(S,R) =

Das Cup-Produkt auf H?(S,R) hat Signatur (3,19).
Das Gitter H?(S, %) ist fiir alle K3-Flichen gleich:

H*(S,7) =2 (-EB)® (—EB)oHoHaH =: A.
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Kohomologie der K3-Flachen Il

Hodge-Diamant:
1
0 0
1 20 1
0 0
1

Insbesondere ist also H2(S, C) = H%%(S) @ H(S) @ H?°(S) mit

dim H%2(S) = H?°(S) = 1 und dim H*(S) = 20.

Bemerkung

Es kann also lediglich die Lage dieser Unterriume zum Gitter H2(S, Z) vari-
ieren.
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Deformationstheorie

Theorem (Kodaira/Spencer, 1958)

Sei S eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit.
@ Deformationen 1.Ordnung von S werden beschrieben durch HY(S, Ts).

@ Die Hindernisse gegen die Fortsetzung der Deformationen liegen
in H*(S,Ts).
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Deformationstheorie

Theorem (Kodaira/Spencer, 1958)

Sei S eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit.
@ Deformationen 1.Ordnung von S werden beschrieben durch HY(S, Ts).

@ Die Hindernisse gegen die Fortsetzung der Deformationen liegen
in H*(S,Ts).

Ist S eine K3-Fliche, dann hat man die nichtausgeartete Paarung
/\:QsXQs—>Qg\2g®

und damit Qg = Ts.
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Deformationstheorie |l

Folglich

dim H}(S, Ts) = dim H'(S,Qs) = 20,
dim H*(S, Ts) = dim H*(S,Qs) = 0.

S hat somit eine universelle Deformation iiber Spec C[[T1, ..., T2o]], einem
20-dimensionalen Raumkeim.

Diese lisst sich auf einen Polyzylinder D?° fortsetzen. Eine solche Familie
heiBt Kuranishi-Familie.
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Deformationstheorie |l

Folglich
dim H}(S, Ts) = dim H'(S,Qs) = 20,
dim H*(S, Ts) = dim H*(S,Qs) = 0.
S hat somit eine universelle Deformation iiber Spec C[[T1, ..., T2o]], einem

20-dimensionalen Raumkeim.

Diese lisst sich auf einen Polyzylinder D?° fortsetzen. Eine solche Familie
heiBt Kuranishi-Familie.

Problem

Wie ist der Widerspruch zu Severis Aussage zu erklaren?
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Die Periodenabbildung

Rigidifizierung

Eine K3-Fliche S zusammen mit einem Isomorphismus ¢: H?(S, 7) =A
nennt man markierte K3-Flache.
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Die Periodenabbildung

Rigidifizierung

Eine K3-Fliche S zusammen mit einem Isomorphismus ¢: H?(S, 7) =A
nennt man markierte K3-Flache.

S hat ausgezeichnete holomorphe 2-Form w, eindeutig bis auf Skalierung.
Die komplexe Struktur definiert also:

Gerade [w] C A¢ und damit Punkt 75 ,) € P(Ag) = P2

Definition

7(s,.) heiBt der Periodenpunkt zur markierten K3-Flache (S, ¢).

Beobachtung

Es gibt keine holomorphen 4-Formen auf einer Fliche, also w A w = 0.
Folglich liegen alle Periodenpunkte auf einer glatten Quadrik @ C P2L.
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Die Periodenabbildung |l

Q Ist m: ¥ — B eine Familie von K3-Flichen, dann induzieren die
Periodenabbildungen eine holomorphe Abbildung

7: B— Q.
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Die Periodenabbildung |l

Q Ist m: ¥ — B eine Familie von K3-Flichen, dann induzieren die
Periodenabbildungen eine holomorphe Abbildung

7: B— Q.

Q Ist 7: . — D? eine Kuranishi-Familie, dann ist 7: D?° — Q bi-
holomorph nahe (0, ...,0). (Lokales Torelli-Theorem)

© Durch Verkleben der Kuranishi-Familien erhilt man eine universelle
Familie markierter K3-Flachen.

Fakten

© Der Modulraum M aller markierten K3-Flachen iiberlagert Q also
lokal biholomorph. M ist aber nicht hausdorffsch. (Atiyah 1958)

@ K3-Flachen mit demselben Periodenpunkt sind abstrakt isomorph.
(Globales Torelli-Theorem, Schafarewitsch/Piatetskij-Shapiro 1971)

© Das Bild in Q wird gegeben durch die Bedingung w Aw > 0.
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Geradenbiindel

Die Exponentialsequenz

0— 72" g5 2% 0 — 0

induziert eine exakte Sequenz

0 = HY(S, 0s) — Pic(S) =% H3(S,7).

Ist S eine K3-Fliche, so erlaubt jedes topologische Geradenbiindel auf S
héchstens eine holomorphe Struktur.
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Geradenbiindel

Die Exponentialsequenz

0— 72" g5 2% 0 — 0

induziert eine exakte Sequenz

0 = HY(S, 0s) — Pic(S) =% H3(S,7).

Ist S eine K3-Fliche, so erlaubt jedes topologische Geradenbiindel auf S
héchstens eine holomorphe Struktur.

Fakt (Lefschetz' Theorem iiber (1,1)-Klassen)

Es gilt
Pic(S) = H?(S, Z) N H(X).
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Geradenbiindel 1l

Folgerung-Definition
Fiir eine K3-Flache S ist damit

Pic(S) = z*

fir k=0,...,20.
k heiBt der Picard-Rang von S.
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Geradenbiindel 1l

Folgerung-Definition
Fiir eine K3-Flache S ist damit

Pic(S) = z*

fir k=0,...,20.
k heiBt der Picard-Rang von S.

| A\

Bemerkung

Die algebraische Geometrie untersucht vorzugsweise projektive Mannig-
faltigkeiten, S C P"V. In dieser Situation ist

rk Pic(S) > 1.

Es gibt die Einschrankung des tautologischen Geradenbiindels auf PV.
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Geradenbiindel und Periodenabbildung

@ Seien wy € Q"%(S) eine holomorphe 2-Form und w € H?(S, C) ihre
Kohomologieklasse. Diese definiert

HO(S) = (), H(S)=(@),  H'™(S)= (HO(S)aH(S))".
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Geradenbiindel und Periodenabbildung

@ Seien wy € Q"%(S) eine holomorphe 2-Form und w € H?(S, C) ihre
Kohomologieklasse. Diese definiert

HO(S) = (), H(S)=(@),  H'™(S)= (HO(S)aH(S))".

o Sei weiterhin o € H2(S,7Z) Chernklasse eines holomorphen Geraden-
biindels. Dann ist a € H(S), also

aUw=0.

Dies ist eine lineare Gleichung fiir w. Die Periodenquadrik @ wird mit einer
Hyperebene geschnitten. J
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Geradenbiindel und Periodenabbildung Il

Folgerung

@ Die Bedingung, dass o € H?*(S,7) Chernklasse eines holomorphen
Geradenblindels ist, liefert eine 19-dimensionale Untervarietat

Qo C Q.
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Geradenbiindel und Periodenabbildung Il

Folgerung

@ Die Bedingung, dass o € H?*(S,7) Chernklasse eines holomorphen
Geradenbliindels ist, liefert eine 19-dimensionale Untervarietat

Qo C Q.

@ Insgesamt besteht

U @

a€EH?(S,Z)

also aus abzihlbar vielen 19-dimensionalen Komponenten.

Bemerkung

Fiir K3-Flachen vom Picard-Rang > k haben wir also eine Modulvarietat,
die aus abzahlbar vielen Komponenten der Dimension 20 — k besteht.
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Explizite Beispiele

Theoretisch gilt also:
@ Die generische (projektive) K3-Flache hat Picard-Rang 1.

@ Beispiele mit hohen Picard-Réngen sind selten.
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Explizite Beispiele

Theoretisch gilt also:
@ Die generische (projektive) K3-Flache hat Picard-Rang 1.
@ Beispiele mit hohen Picard-Réngen sind selten.

Praktisch scheint es nahezu umgekehrt zu sein.

Bemerkung

U. Persson (1983) hat viele Beispiele von K3-Flachen vom Picard-Rang 20
konstruiert.
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Explizite Beispiele Il

Beispiel

Die Diagonalquartik, gegeben durch
Ayt rwt=0

in P3, hat Picard-Rang 20.
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Explizite Beispiele Il

Beispiel

Die Diagonalquartik, gegeben durch
Ayt rwt=0

in P3, hat Picard-Rang 20.

Es gibt auf dieser Flache die 16 Geraden

x = (gi?y
= (gibw

fir a,b = 0,1,2,3 und analoge fiir die iibrigen Partitionierungen
von {x, y,z,w}. Insgesamt also 48 Geraden.

Die 48 x 48-Schnittmatrix hat Rang 20.
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Explizite Beispiele IlI

Bemerkung

Explizite Beispiele von K3-Flachen von Picard-Rang 1 wurden erst 2005
durch R. van Luijk konstruiert.

Beispiel (van Luijk 2005)

Die Quartik in P3, gegeben durch

x3 W—3X2y2 —|—4x2yz—x222 —|—X22W—Xy22—Xy22 +xw? —i—yzz2 —I-y3 w+z3w =0

hat Picard-Rang 1.
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Explizite Beispiele 1V

Beispiel (Elsenhans+J. 2007)
@ Die zweiblittrige Uberlagerung des P2, gegeben durch

w? = 11x5y+7x5z—|—x4y2—i—5x4yz+7x4z2—l—7x3y3+10x3y2z—|—5x3yz2
+ 4x3234+6x2y* +5x2y3 24+10x2y? 22 +-5x%yz3 + 5x2 2 +11xy°
+5xy°322 + 12x2° + 9y® + 5y*7% + 10y%2* + 42°,

hat Picard-Rang 1.
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Explizite Beispiele 1V

Beispiel (Elsenhans+J. 2007)
@ Die zweiblittrige Uberlagerung des P2, gegeben durch

w? = 11x5y+7x5z—|—x4y2—i—5x4yz+7x4z2—l—7x3y3+10x3y2z—|—5x3yz2
+ 4x3234+6x2y* +5x2y3 24+10x2y? 22 +-5x%yz3 + 5x2 2 +11xy°
+5xy°322 + 12x2° + 9y® + 5y*7% + 10y%2* + 42°,

hat Picard-Rang 1.
© Dagegen hat

w? = [xy(2x + y))?
+ (y4+22) (x5 4+ 2x*y +x* 2 4+3x3y2 +4x3yz4+-2x3 22+ xy* 4+ 3xy 3z
+ 4xy? 22 4 2xyz3 4+ xz* +4y° + 2y 24+ 3 22 43y 2 23+ 4yz 4225

Picard-Rang 2.
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Explizite Beispiele V

Untere Schranke im Beispiel 2:

O Gerade ¢ :=,y +2z = 0" ist Tritangente an die Verzweigungssextik.
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Explizite Beispiele V

Untere Schranke im Beispiel 2:

O Gerade ¢ :=,y +2z = 0" ist Tritangente an die Verzweigungssextik.
@ 7 1() besteht aus zwei Komponenten w = £xy(2x + y).
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Explizite Beispiele V

Untere Schranke im Beispiel 2:

O Gerade ¢ :=,y +2z = 0" ist Tritangente an die Verzweigungssextik.
@ 7 1() besteht aus zwei Komponenten w = £xy(2x + y).

© Schnittmatrix
-2 3
3 =2

hat Rang 2.
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Explizite Beispiele VI

Obere Schranke: Charakteristik-p-Methoden
@ Fiir jede Primzahl p gilt rk Pic(S) < rk PIC(SF )-
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Explizite Beispiele VI

Obere Schranke: Charakteristik-p-Methoden
@ Fiir jede Primzahl p gilt rk Pic(S) < rk Pic(SFp).
@ Auch in Charakteristik p gibt es die Chernklasse
. C
a1+ Pic(Sg,) = (S5, Qu(1)).

Frob: Hgt(SE,Q,(l)) — Hgt(SE,Q,(l)) hat 22 Eigenwerte.

Auf dem invarianten Unterraum cl(Pic(SE)) kommen nur Einheits-
wurzeln als Frobenius-Eigenwerte vor.
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Explizite Beispiele VI

Obere Schranke: Charakteristik-p-Methoden
@ Fiir jede Primzahl p gilt rk Pic(S) < rk Pic(SFp).
@ Auch in Charakteristik p gibt es die Chernklasse

ci: Pic(Sg,) —= H2(Sg,, Qu(1)).

Frob: Hgt(SE,Q,(l)) — Hgt(SFp,Q,(l)) hat 22 Eigenwerte.

Auf dem invarianten Unterraum cl(Pic(SE)) kommen nur Einheits-
wurzeln als Frobenius-Eigenwerte vor.

© Bestimmung der Frobenius-Eigenwerte nach der Lefschetzschen Spur-
formel:

#S(Fy) = 1+p* +p (Af+. . 4+05) = 1+p™ +p o (A1, ..., Ao2).

Also miissen wir Punkte z3hlen.
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Explizite Beispiele VII

Fakt (Newtons ldentitat)

k—
1
sk(A1s ..o, A22) = X Z( D oy (Ao A2)s (A -5 A2)

liefert die elementarsymmetrischen Funktionen in A1, ..., Ao».
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Explizite Beispiele VII

Fakt (Newtons ldentitat)

k—
1
Sk()\la 000y )\22) = Z Z( 1)k+r+10k_r()\17 000 )\22)Sr(>\1, 6000 )\22)
r=0
liefert die elementarsymmetrischen Funktionen in A1, ..., Ao».

Bemerkung

Die Poincaré-Dualitdt sorgt dafiir, dass es ausreicht, iiber den Korpern
Fp, Fp2, ..., Fou Punkte zu zahlen.
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Explizite Beispiele VII

Fakt (Newtons Identit'ait)

k—
1
Sk()\la 000y )\22) = Z E ( 1)k+r+10k_r()\17 coo ,)\22)Sr()\1, 6000 )\22)
r=0

liefert die elementarsymmetrischen Funktionen in A1, ..., Ao».

Bemerkung

Die Poincaré-Dualitdt sorgt dafiir, dass es ausreicht, iiber den Korpern
Fp, Fp2, ..., Fou Punkte zu zahlen.

Bemerkung

| \

Die Frobenius-Eigenwerte erscheinen als Paare konjugiert komplexer Zahlen.
Deshalb liefert diese Methode nur gerade Zahlen als obere Schranken.

Fiir rk P|c($ ) sind diese Schranken nach der Tate-Vermutung scharf.

.
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Explizite Beispiele VIII

Strategie (um Picard-Rang 1 zu beweisen)

o Arbeite mit zwei Primzahlen (3 und 5).
o Zeige Oberschranken rk Pic(Sg,) < 2 und rk Pic(S, ) < 2.
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Explizite Beispiele VIII

Strategie (um Picard-Rang 1 zu beweisen)

o Arbeite mit zwei Primzahlen (3 und 5).
o Zeige Oberschranken rk Pic(Sg,) < 2 und rk Pic(Sg,) < 2.
@ Sichere Gleichheit durch explizite Divisoren:

Bei SE eine Tritangente an die Verzweigungssextik,
bei SE ein in 6 Punkten tangentialer Kegelschnitt.

Dies liefert die Schnittmatrizen

-2 3 -2 6
und ,
(5 2)= (% 2

also die Diskriminanten (—5) und (—32).
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Explizite Beispiele VIII

Strategie (um Picard-Rang 1 zu beweisen)
o Arbeite mit zwei Primzahlen (3 und 5).
o Zeige Oberschranken rk Pic(Sg,) < 2 und rk Pic(Sg,) < 2.
@ Sichere Gleichheit durch explizite Divisoren:

Bei SE eine Tritangente an die Verzweigungssextik,
bei SE ein in 6 Punkten tangentialer Kegelschnitt.

Dies liefert die Schnittmatrizen

-2 3 -2 6
und ,
(5 2)= (% 2

also die Diskriminanten (—5) und (—32).

e Wiare nun rkPic(S) = 2, dann misste Pic(S) Untergitter von
endlichem Index in beiden, Pic(Sg,) und Pic(Sg,) sein. Damit waren
%';(5) und %;;(5) Quadratzahlen in Q.

v
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