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EINLEITUNG

Betrachtet man ein nicht widersprichliches lineares Gleichungs-

system
a11X1+ R alan— b1: 0
am1X1+ R aman— bm: 0 mit aij’bke L, L ein Korper

so versteht man unter dessen Losung iblicherweise eine lineare und
bi jektive Parameterdarstellung

X1: Cl+ d11t1+ Lot dlltl

Xn: Cn+ dn1t1+ R dnltl mit dij’cke L

der LOsungsmenge in .

Im Falle eines beliebigen Polynomgleichungssystems

fl(Xl’ e, Xn): 0
f (X,, ..., X)=0
m 1 n
mit fl’ N fme L[Xl""’xn] und einem (algebraisch abgeschlos-—

senen) Korper L, ist die Lage weitaus komplizierter. Selbst in
einem einfachen Spezialfall wie

X;— X?+ X1: 0

Uber dem Grundkdrper C erweist sich die Ld&sungsmenge als homdo-
morph zu

slx s\ {Punkt},

also zu einem Torus, in dem ein Punkt fehlt. Eine Parameterdar-
stellung der Losungsmenge V im Sinne eines Isomorphismus zwischen
El (ein Parameter) und V ist also schon aus topologischen Griinden
nicht modglich.

Wir werden uns in der vorliegenden Arbeit jedoch nicht mit glo-
balen, sondern mit lokalen Eigenschaften der LOsungsmengen von
Polynomgleichungssystemen, der sogenannten algebraischen Varietaten,

befassen. Zundchst wdre hier die Frage nach einer lokalen Parametri-

sierung in einem bestimmten Punkt x€V zu stellen. Gilt zum Beispiel

m<n und
| af af |
1 1
5% """" (x) .. éi """""" (%) |
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so liefert im Falle des Grundkdrpers C der Aufldsungssatz tatsdch-

lich eine holomorphe, und damit erst recht formale, Parameter-

darstellung
X1 = fl(tl’ Ce, tn—m)
=f (t,, ..., t )
m m 1 n-m
me1- U1
X =
n n-m

Doch es gibt auch hier sehr einfache Spezialfdlle, in denen, selbst
formal, keine lokale Parametrisierung moglich ist, zum Beispiel im
Nullpunkt (0,0) der algebraischen Varietidt in Ai , die durch
X;— X?+ X?: 0
definiert ist. In diesem Falle spricht man von einem singuldren
Punkt oder von einer Singularitdt, sonst von einem reguldren Punkt.
Die entscheidende Invariante einer Singularitat ist ihr lokaler
Ring, also der Ring der Keime der im betrachteten Punkt reguldren
Funktionen. Wir bemerken, daff wir uns nicht auf den Fall algebra-
ischer Varietdten beschranken werden, sondern allgemein Singulari-
tdten lokal noetherscher Schemata betrachten. Dabei besteht jedoch
eine Einschrinkung: Wir behandeln nur lokale Ringe (B ,no), deren

0
Vervollstandigung

einen Korper enthdlt, da ansonsten der fir uns wichtige Begriff der
AN

Deformation von BO’ also eines flachen lokalen Homomorphismus

f: (A,m)—> (B,n)

N
mit der Faser B/mB= BO keinen Sinn hdtte. Ist diese Vervollstan-
digung isomorph zu einem Potenzreihenring L[[Xl""’xn]] tiber einem

Koérper L, so entspricht dies gerade dem reguldren Fall, der, dank
unserer lokalen Betrachtung, hier als trivial erscheint.

Die wohl wichtigste, wenn auch relativ grobe, Invariante eines
lokalen Ringes (A,m) ist dessen Hilbertreihe

m .
= ¥ 1(i)erl.
A A
i=0

Dies ist eine formale Potenzreihe, deren Koeffizienten durch die
minimale Anzahl der FErzeugenden der Potenzen von m gegeben sind:
i+l

O,., _ .. i
HA(1).— dlmA/mm /m
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Jede Hilbertreihe kann in der Gestalt
Hiz p(T)d
(1-T)

dargestellt werden mit einem eindeutig bestimmten ganzzahligen Poly-
nom p , das nicht durch (1-T) teilbar ist und einem eindeutig be-
stimmten deN. Die Reihe Hi enthdlt Informationen iber weitere Inva-
rianten des lokalen Ringes A. So ist die Polstellenordnung d in T=1
gleich der Dimension des lokalen Ringes A, der Koeffizient Hi(l) des
Lineargliedes gleich seiner Einbettungsdimension (d.h. die minimale
Dimension, die ein reguldrer Raumkeim haben muf3, damit man die zu A
gehdrige Singularitidt lokal und formal in ihn einbetten kann). Fer-
ner ist p(1) gleich der Multiplizitdt von A.

Es ist also nur verstidndlich, daB Hilbertreihen und deren Summen-
transformierte

i

0 _
HA.— HA'(l—T)

bei der Untersuchung lokaler Singularitdten eine bedeutende Rolle

i
spielen. So stellte zum Beispiel C. Lech die Frage, ob fir jeden

Summentransformierte der Hilbertreihen die Ungleichung
i i
>

HB HA

gilt. Dies soll bedeuten, daR Hé(d)? H;(d) fiir jeden Koeffizienten
der formalen Potenzreihen zutrifft. Im Zusammenhang mit der Auf-

16sung der Singularitdten warf H. Hironaka die Frage auf, ob sogar

stets
1 1
>

HB HA

eintritt. Die Hauptschwierigkeit beim Beweis solcher und &hnlicher
Ungleichungen sind die vielen Unbestimmten, namlich zweil lokale
Ringe und ein Homomorphismus zwischen ihnen. Es wdre somit wenig
sinnvoll, Ergebnisse fiir einzelne, konkrete Homomorphismen anzu-
streben. Es scheint jedoch ein verninftiger Spezialfall zu sein,

wenn man eine der obigen Ungleichungen fiir alle flachen lokalen

kann.

Die hierzu bisher bekannten Ergebnisse sind recht bescheiden. So
zeigte C. Lech selbst die Ungleichung Hé? Hi im Falle, daR (Bo,no)
ein vollstdndiger Durchschnitt ist. Dies wurde von B. Herzog noch
auf den Fall verallgemeinert, daf (Bo,no) eine formale semiuni-

verselle Deformation mit reguldrer Basis besitzt. Wir verallge-

meinern hier einen anderen Ansatz von B. Herzog, wollen aber zu-
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nachst festhalten, da zu den obigen Ungleichungen nur sehr wenige
positive und keine Gegenbeispiele existieren (vgl. Bemerkung (3.1)
im Textteil dieser Arbeit).

Der erwdhnte Ansatz von B. Herzog betrachtet Homomorphismen

f: (A,m)-> (B,n), flir die die behaupteten Ungleichungen in einer
verscharften Form gelten, namlich als Identitat @éz %;Q%SmB
Solche heiflen tangential flach. Kann man nun zeigen, daB alle

Deformationen eines lokalen Ringes (Bo,no) tangential flach sind,

so ergibt das die Lech- Hironaka- Ungleichung Hé? Hi fir BO

Fir die Eigenschaft eines lokalen Ringes, nur tangential flache
Deformationen zu besitzen, wurde ein Kriterium gezeigt, welches
dies in Termini gewisser Normalenmoduln ausdriickt (siehe [He-1]).
Wir betrachten hier lokale Ringe, die mit einer Filtration ver-

sehen sind. Dies ist eine absteigende Folge F= (Fd) von Idealen,

deN
die gewissen weiteren Axiomen geniligt (vgl. Definitionen (1.1)) und

die Folge der Potenzen des maximalen Ideals ersetzt. Man erhdlt

auf diese Weise einen abgednderten Begriff der Hilbertreihe mit
0 Sy i, i+1
H(A’FA)(I).— lA(FA/FA )

Ist nun f:(A,FA) ------ >(B,FB) ein Homomorphismus filtrierter lokaler

Ringe, d.h. ein lokaler Homomorphismus mit f(Fi)S Fg fiir alle deN,

und m das maximale Ideal in A, so gilt
1 0 0

H < H oH :
(B,Fp)  (AF,) "(B/mB,Fy, o)

wobei FB/mB durch FB induziert werde (Satz (1.8), geht jedoch auf

B. Herzog zuriick). Im Falle der Gleichheit sprechen wir von einem
tangential flachen Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe. Hat
nun der (monomial, vgl. (2.2)) filtrierte lokale Ring (BO,FB ) nur
tangential flache Deformationen, das heiBt jeder flache lokaQe

Faser BO , wobei FB in gewisser Weise aus FA und einer Konstruk-

tionsvorschrift fir FB erzeugt wird, ist tangential flach, so

erhalten wir fur BO eine Art Lech- Hironaka- Ungleichung mit abge-
wandelten Hilbertreihen. Es kommt dann im wesentlichen darauf an,
diese mit den urspriinglichen Hilbertreihen zu vergleichen (siehe
dazu Lemma (3.4)). Flir die Eigenschaft eines monomial filtrierten
lokalen Ringes, nur tangential flache Deformationen zu besitzen,
geben wir in Satz (2.20) eine notwendige und eine hinreichende

Bedingung an, die entsprechende Bedingungen aus [He-1] verallge-

meinern, namlich



gr(NBA)(<—1): 0 (notwendig) bzw.
Ngr(Bi)(<—1): 0 (hinreichend)

Hierbei sind die Terme auf der linken Seite Konstruktionen aus
Normalenmoduln (siehe Definitionen (2.12)). Dies betrachten wir

als das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit. In Abschnitt 2 und 3
wird fir eine ganze Reihe von Beispielen die hinreichende Bedingung
verifiziert.

Wir mochten noch bemerken, da wir im ersten Abschnitt eine Reihe
von Kriterien fir die tangentiale Flachheit von Homomorphismen
filtrierter lokaler Ringe angeben, die wir aus technischen Griinden,

fiir den Beweis des Hauptergebnisses, benttigen. Ein groBer Teil von

ihnen geht auf B. Herzog zuriick. So ist die tangentiale Flachheit

Flachheit bzw. Freiheit von gr(B) iiber gr(A) (,was auch den Namen
erklidrt). Weitere Kriterien beziehen sich auf den Fall speziellerer,
sogenannter stark separierter Filtrationen. Ein solches (Satz
(1.18)) besagt, daB die tangentiale Flachheit von f:A-—>B impliziert,
daf3, wenn man eine geeignete Basis der A- Algebra B wahlt, die
Strukturkonstanten von genligend hoher Ordnung sind und gibt weitere,
notwendige und hinreichende, Bedingungen an. Wir fordern dabei, der
Ring A soll artinsch sein. Dies ist in Wirklichkeit keine Einschran-
kung, da man die Frage nach der tangentialen Flachheit immer auf
diesen Fall zurlickfithren kann (vgl. Folgerung (1.12.1i)).

Notwendig und hinreichend fir die tangentiale Flachheit ist die
Bedingung

ordFB(ab): ordFA(a)+ ordFB(b) ,
welche zusammen mit der Flachheit von f erfiillt sein und bei Basis-
wechsel erhalten bleiben soll. Hierbei durchlauft a alle Elemente
von A und b alle Elemente von B mit ordF (b)= ord (b)
(Satz (1.21)). B B/mB

Unsere Proposition (2.9) sichert unter gewissen Voraussetzungen,

dargestellt werden kann als Komposition eines tangential flachen
Homomorphismus f:A->R und einer Sur jektion, d.h. es gilt Bz R/I.
Ein technisch sehr wesentliches Kriterium der tangentialen Flach-
heit (Satz (1.24)) fordert dann, daB eine Standardbasis (siehe
Definitionen (1.23)) von

IO:: IRO in RO:: R/mR
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angehoben werden kann zu einer Standardbasis von I unter Beibehal-
tung der Ordnungen.

Gegen Ende von Abschnitt 3 wenden wir uns dem Problem zu, daf3 die
uns interessierenden Normalenmoduln N (<-1) sehr schwer zu

gr(I_,R_)

bestimmen sind, wenn I_ nicht von Monomen erzeugt wird. Wir zeigen

0

(Satz (3.18)), daB fir N (<-1)= 0 das Verschwinden eines
gr(l ,R.)

R (<=1) hinreichend ist. Hierbei ist I’ eine Modi-
gr(IO,R ) 0

fikation des lexigographischen Anfangsformenideals. Aus technischen

gewissen N

Grinden bendtigen wir hierzu eine Verallgemeinerung des Begriffes
der Filtration, sogenannte Multifiltrationen (wie auch schon fiir das
bereits kommentierte Lemma (3.4)). Als Konsequenz daraus ergibt sich

(Proposition (3.26)), daB sogar zu jedem lokalen Ring BO:: R,O/IO mit

R.:=LI[[X,,...,X 1] eine Filtration auf R, existiert mit der B_. nur
0 1 n 0 0

tangential flache Deformationen besitzt.
/\ <— — 1
~(B )( 1)= 0 in

gewisser Weise auf verzweigte Uberlagerungen von BO Ubertrdagt. Damit

entstehen aus jeder unserer Beispielsingularitdten zu einer Lech-

Zum Schluf3 beweisen wir, daf3 sich die Bedingung %g

Hironaka- Ungleichung ganze Serien.

Im Folgenden benutzen wir die Ublichen Vereinbarungen und Bezeich-
nungen der kommutativen Algebra, wie sie etwa in [Mal oder [Bo] ver-
wendet werden. Insbesondere seien alle Ringe kommutativ und mdgen
ein Einselement besitzen. Alle Ringhomomorphismen sollen das Eins-
element respektieren. Alle Moduln seien unitdr, alle lokalen Ringe
noethersch. Ist r= (rl,...,rn)e Rn ein n— Tupel von Elementen des
Ringes R, so bezeichnet

rR= (rl,...,rm)R
das von den Koordinaten von R erzeugte Ideal. Diese Schreibweise
konnte zwar falsch gedeutet werden, wir halten sie jedoch trotzdem
fir zweckmdBig, da sie das Aufschreiben unnétig vieler Indizes ver-
meidet.

Am Ende der Arbeit sind die am hdufigsten benutzten Bezeichnungen

noch einmal zusammengestellt.
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1. TANGENTIALE FLACHHEIT VON HOMOMORPHISMEN
FILTRIERTER LOKALER RINGE

(1.1) DEFINITIONEN

Sei (A,m) ein lokaler Ring. Eine Filtration FA auf A ist eine

Folge (Fi) N Von Idealen in A mit
1
(a) F.2 F

de
d d+ .
A A fir alle deN,

0 1

AT A und FA¢ A,
d d d, +d
1 2 1

o C
(c) FA FA < FA

(b) F

fir beliebige dl’d2€ IN.

Eine Filtration FA auf A heiBt koendlich, wenn A/Fi fiir alle deN
endliche Lange besitzt.

Ein filtrierter lokaler Ring ist ein Paar (A,FA), das aus einem
lokalen Ring A und einer Filtration FA auf A besteht.

Sei A ein filtrierter lokaler Ring und x€A ein Element. Dann ist

die Ordnung von x beziglich der Filtration FA definiert als

ord(x)= ord_. (x):= sup{dGW:XGFd}.
FA A

Ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe A,B ist ein lokaler

d

d
C
f(FA)_ Fo

fir alle deN.

(1.2) KONVENTION
Soweit nicht etwas anderes ausgesagt wird, werden im Folgenden

filtrierte lokale Ringe als koendlich filtriert angenommen.

(1.3) BEMERKUNG

Die wohl wichtigsten Beispiele liefern die lokalen Ringe, die mit
ihrer kanonischen Filtration FA mit

Fi:Z md

fir delN versehen sind. Es sei bemerkt, daf3 die Homomorphismen
kanonisch filtrierter lokaler Ringe nichts anderes sind, als die
lokalen Homomorphismen.

Wir werden uns jedoch nicht auf diese Situation einschréanken.

Dies wird dadurch gerechtfertigt, daB die Aussagen dieser Arbeit



im allgemeinen fir relativ groBe Klassen von Filtrationen gelten.
Weitaus wichtiger ist jedoch, daf3 man, wie wir sehen werden, mit
Hilfe einer Filtration, die einem gegebenen lokalen Ring in gewis-—
ser Weise angepaBt (und im allgemeinen nicht die kanonische) ist,
Ergebnisse iiber diesen Ring gewinnen kann, die uUberhaupt nichts
mit Filtrationen zu tun haben.

Die folgenden Beispiele stellen Klassen von Filtrationen dar,

die im Weiteren eine Rolle spielen werden.

(1.4) BEISPIELE
a) Seien (A,m) ein lokaler Ring und 1¢m ein Ideal in A. Dann heift
die Filtration mit

d d
FA.— I

fir delN I-adische Filtration auf A. Offenbar ist die m-adische
Filtration gerade die kanonische.

Die IT-adische Filtration ist koendlich genau dann, wenn es eine
natiirliche Zahl keN gibt mit mkS I€ m, also wenn rad(I)= m ist.

n
— . . c .
b) Sei E (Ed)dem eine Folge von Teilmengen Ed_ N mit folgenden

Eigenschaften.
> ... > i
(a) Ist (al,...,an)e Ed und b1 s ,bn a . so gilt auch
(bl,...,bn)e Ed.
. 5 .. .
(b) Es gilt Ei_ Ei+1 fiir alle ieN.

. c . s s ..
(c) Es gilt Ei+Ej_ Ei+j fir beliebige 1, jeN.
(d) Es ist (0,...,0)e EO\El'

Dann heiBt E filtrierende Exponentenfamilie oder einfach filtrie-

rende Familie.

Seien weiterhin (A,m) ein lokaler Ring und X:(Xl,...,Xn) ein
n-Tupel von Elementen aus m. Wir setzen
Fho= ¥ x2a
A
aGEd
Dann ist FA::(Fi)dGW eine Filtration auf A und heiBt durch x defi-

nierte E-Filtration auf A.

Ist erstens der Faktorring
A%, ..., %)
1 n
von endlicher Lange und existiert zweitens eine natiirliche Zahl k
mit

k-eie E1



fir i=1,...,n, in welchem Falle wir E eine koendlich filtrierende
Familie nennen, so ist FA koendlich. Hierbei bezeichnet ei den
i-ten Einheitsvektor. Es sei bemerkt, dafs die erste Bedingung fur
die Koendlichkeit auch notwendig ist.

Eine Filtration FA auf einem lokalen Ring (A,m) heiBt monomial

in dem n-Tupel X:(Xl,...,Xn) von Elementen aus m, wenn sie fiir eine
filtrierende Familie E die durch x definierte E-Filtration ist.

Sei nun F, eine beliebige Filtration auf einem lokalen Ring (A,m)

A
und X:(Xl,...,Xn) ein n-Tupel von Elementen aus m. Dann definieren
FA und x in der folgenden Weise eine filtrierende Familie E.
a a
n 1 n__d
Ed.— {(al,...,an)em POXg e e GFA}

Selbstverstdndlich ist die durch x definierte E-Filtration im all-
gemeinen feiner als FA und stimmt mit dieser genau dann iberein,
wenn FA monomial in x ist.

c) Sei q:(ql,...,qn) ein n-Tupel positiver reeller Zahlen, (A,m)

ein lokaler Ring und x=(x .,Xn) ein n-Tupel von Elementen aus m.

10
Wir setzen
ri= 7 Pa
<a, gq>2>d d
Dann ist F :=(F.) eine Filtration auf A und heiBt durch x defi-
A A" deN
nierte q-Filtration auf A.
FA ist koendlich genau dann, wenn der Faktorring
A%, ..., %)
1 n
endliche Lange besitzt.
Selbstverstdndlich ist die durch x definierte g-Filtration auch
eine durch x definierte E-Filtration, wenn man fiir die filtrierende

Familie E

n
.= . >
Ed. {(al,...,an)em : <(a1,...,an),(ql,...,qn)> d}
setzt.
Eine Filtration FA auf einem lokalen Ring (A,m) heiBt quasi-
homogen in dem n-Tupel X:(Xl,...,Xn) von Elementen aus m, wenn sie

fir ein n-Tupel g positiver reeller Zahlen die durch x definierte

g-Filtration ist.

lokaler Homomorphismus lokaler Ringe. Dann definiert
d d
Fpi= f(FA)B
eine nicht notwendig koendliche Filtration auf B, die Bild-
filtration heif3t. Ist f eine Sur jektion, so ist FB automatisch

koendlich.



Soweit nicht etwas anderes ausgesagt wird, werden Faktorringe von
filtrierten lokalen Ringen als mit der Bildfiltration versehen

betrachtet.

(1.5) DEFINITIONEN

Sei A ein filtrierter lokaler Ring. Dann wird die direkte Summe

d, _d+1
a@NTA T A
mit der Multiplikation
(a mod F2+1)-(a’mod Fi +1):: (aa’mod Fi+d +1)

s

fir aeFi, a’eFi versehen, zu A assoziierter graduierter Ring
genannt und mit grp (A) oder gr(A) bezeichnet.
Sei M ein Modul ﬁbér dem filtrierten lokalen Ring A. Dann wird

die direkte Summe

d d+1
RET A
mit der Multiplikation mit Elementen aus grp (A)
A
(a mod Fd+1)-(m mod Fd +1M):: (am mod Fd+d +1)

A A A
fir aeFi, meFi’M versehen, zu M assoziierter graduierter g (A)-
Modul genannt und mit grp (M) oder gr(M) bezeichnet. A
Sei f:A->B ein Homomorph%smus filtrierter lokaler Ringe. Dann wird
in kanonischer Weise, das heiBRt fiir aeFi

(a mod F2+1)F>(f(a) mod Fg+1)

ein graduierter Ringhomomorphismus

gr(f): gL (A)—>gr_. (B)
A B
induziert.

Sei T ein Ideal in dem filtrierten lokalen Ring A. Dann induziert

gr(p): grp (A)- > 8T (A/1)= g (A/T)= dng§+I/F§+1+I.
A A/T A

Deren Kern heif3st Anfangsformenideal von I in g (A) und wird mit

grp (I,A) oder gr(I,A) bezeichnet. Wir bemerken,AdaB
A d d+1
= @
ngA(I,A) dGNFAn(FA +I1)/F

d+1
A

d _d+1 _d+1
= dgNIﬂFA+FA /FA

d d+1
@®
dGWInFA/InFA

gilt.



(1.6) DEFINITIONEN
Sei A ein filtrierter lokaler Ring. Dann heif3t die Funktion
d _d+1
HA(d).— lA(FA/FA )
Hilbertfunktion von A.
Die i-te Summentransformierte Hi der Hilbertfunktion von A ist
definiert durch HO:: H, und
d A A
11 P
H o (d):= Y H (j)
A . A
J=0
fiir i, delN.
Die erste Summentransformierte Hi der Hilbertfunktion von A

heiRt auch Hilbert-Samuel-Funktion von A.

(1.7) BEMERKUNGEN

Da FA eine koendliche Filtration ist, ist lA(Fi/F2+1) tatsdchlich
endlich. Die Definitionen der Hilbertfunktion und ihrer Summen-
transformierten sind also sinnvoll.

Es sei bemerkt, daB fiir die Hilbert-Samuel-Funktion des filtrier-
ten lokalen Rings A

Hy (d)= 1, (A/FS )
gilt.

Ist A ein T-adisch filtrierter lokaler Ring (und folglich
rad(I)= m), so gibt es ein Polynom hAG @[X] mit HA(d?: hA(d? fiur
d»0. FEntsprechend existieren Polynome hie @ﬁX] mit Hi(d): h;(d)
fir d»0. Wir nennen hA Hilbertpolynom Tnd hi i-te Summentrans-
formierte des Hilbertpolynoms von A. hA heif3t auch Hilbert-Samuel-
Polynom von A. Fiur die Grade dieser Polynome gilt bekanntlich
deg(hi): n+i-1, speziell also deg(h )= n-1 und deg(%:): n, wenn man
n:= dim A setzt. Der Koeffizient von hi bei X" 148t sich als Y
schreiben. Dann ist eI(A) eine positive ganze Zahl und heif3t Multi-
plizitat des Ideals 1 im lokalen Ring A. Ist I=m das maximale

Ideal, so schreiben wir statt eI(A) einfach e(A) und nennen diese

Zahl Multiplizitat des lokalen Rings A.

formalen Potenzreihe
®

H= ) H(a)T% Z[T]
d=0
identifiziert. Ist A ein filtrierter lokaler Ring, so werden wir



insbesondere von dessen Hilbertreihe H,, deren i-ter Summen-—

. A
transformierten Hi und fiir i=1 von der Hilbert-Samuel-Reihe Hi
von A sprechen. Wir bemerken, daf
i 0 -i
HA— HA (1-T)

gilt. Seien H,H :N-—>N zwei Funktionen. Unter deren Produkt verste-
hen wir immer das Produkt im Sinne der assoziierten Potenzreihen,
also

(HeH’ ) (d)= ) H(i)eH (j).

i+j=d
Dies ist der eigentliche Vorteil unserer Identifikation, denn Pro-

dukte dieser Art treten im Folgenden haufiger auf.
Eine Ungleichung zwischen formalen Potenzreihen soll stets im
Sinne der totalen Ordnung verstanden werden, das heif3t es sei
© ©
Y HMT< Y # (m)T"

n=0 n=0
genau dann, wenn

H(n)< H’ (n)
fir alle neN gilt.

Sei f:A->B ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe. Dann
gehoren zu f in naheliegender Weise drei Hilbertreihen, namlich
HA’ HB und HB , wobei BO:: B/mB die (spezielle) Faser von f be-
zeichnet. m seéi hierbei das maximale Ideal von A. (Selbstverstind-
wird BO mit der Bildfiltration von FB versehen. ) Der folgende Satz

gibt eine Ungleichung fiir diese drei Reihen an und untersucht die

Frage, wann Gleichheit eintritt.
(1.8) SATZ

Faser BO.

(i) Dann gilt
1 1 .0

< . .

HB HA HB
0

(ii) Folgende Aussagen sind Aquivalent.
) 1. 1.0

(a) Es gilt Hp= H, HBO.

(b) Der Homomorphismus

der durch f:A-—>B induziert wird, ist flach.

(c) Der Modul gL (B/FiB) ist A/FL

A—flach und es gibt einen



graduierten A—Modu?—Schnitt
1
s.ngB(B/FAB)—éngB(B)
der kanonischen Sur jektion g (B)—éng (B/FiB) derart, daB der
induzierte Homomorphismus B B

1
gr_ (A)® gr_ (B/F ,B)—>gr. (B)
FA A FB A FB

graduierter Moduln iber g (A) injektiv ist.
(In diesem Falle ist er einAIsomorphismus fir Jjeden graduierten
Schnitt s.)

(d) grp (B/FiB) ist flach liber A/Fi, die kanonische Sur jektion
B

gFFA(A)®AB(k) ------ >ngA(B)®BB(k)

mit B(k):= B/FII;-1 ist bijektiv fiir alle keN und es gilt

. _ i i+k+1 i k+1 _i+1 i+k+1
D(i,k):= (FABﬂFB )/(FAFB +FA BﬂFB )

0

fiir alle i,keN. (Wir bemerken, daRB die kanonische Sur jektion

grp (A)®AB(k) ------ >ng (B)®BB(k) aus der kanonischen Sur jektion

ngA(A)®AB ------ >ng (B% durch Tensorieren mit B(k) iiber B entsteht.)
Bewe is: (i) Dies ergibt sich aus [He-2], Theorem (4.2).

(ii) (a)e(b)e(c) folgt aus [He-2], Theorem (4.5).

(b)&(d) Nach [He-2], Theorem (2.7) ist (b) &Aquivalent dazu, daR
grgB/FiB) flach iber A/Fi ist und die kanonischen Sur jektionen

gr; (A)®,B(Kk)- >gr; (B(i+k)), die durch die Multiplikation indu-

ziert werden, bijeﬁtiv sind fir alle i,keN. Nun gilt jedoch

(B/Fé+k+1)/Fi+1(B/F;+k+1)

i+k+1 i+l i+k+1
B+FB /FA B+FB

i+1 i i+k+1
B/FA B+FABﬂFB

gri. (B(i+k)) = F
A

=F

B e b

=F

>

und
i i+1 k+1
ngA(B)®BB(k)— .gm AB/FA B ®BB/FB

i i+1 i_k+1
= igm FAB/FA B+FAFB ,

=

so dalB diese Bijektivitat genau dann eintritt, wenn

Sur jektion die Identitdt. Letzteres bedeutet aber gerade
i i+k+1 i+l i_k+1 i i+k+1 i+l i+k+1 i _k+1
< =
FABﬂFB S FA B+FAFB , also FABﬂFB FA BﬂFB +FAFB

Q.E.D.



(1.9) DEFINITION
Ein Homomorphismus f: A—B filtrierter lokaler Ringe heif3t
tangential flach, wenn der assoziierte Homomorphismus graduierter

Ringe
flach ist.

(1.10) BEMERKUNGEN

Die Aquivalenten Bedingungen aus Satz (1.8.1ii) bedeuten also
jeweils die tangentiale Flachheit des Homomorphismus f.

Die Flachheit von grp (B/FlB) Uber A/F1 ist aquivalent zur Flach-

A A
heit der Homomorphismen

1 1 d
A/FA ------ >B/FAB+FB,

die durch f induziert werden, fiir alle deN.
B e we is: Wir bemerken zundchst die folgenden beiden Fakten.

(i) FEine direkte Summe AgAMA von Moduln iiber einem Ring R ist
flach genau dann, wenn alle Moduln MA R-flach sind.

(ii) Ist O—>M —->M ->M’ >0 eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln
und sind M und M’’ flach, so ist auch M’ flach.

((i) folgt aus [Mal], Theorem 7.8 und aus der Tatsache, daR Tor?

mit direkten Summen kommutiert. (ii) ergibt sich aus der exakten

[Ma], Theorem 7.8.)

Desweiteren gilt

1 d+1 1
(B/FAB)/FB (B/FAB)

1 d+1 _1
+FAB/FB +FAB.

1
ngB(B/FAB)

@®
deN F

W o wo

@
deN F
Nunmehr ergibt sich ”3” aus (i), der Exaktheit von

d 1_ d+1_ 1 +1
0> Fo+F, B/Fy +F, B~ >B/Fg +Fj\B ------ >B/Fg +F2\B ------ >0

und [Ma], Theorem 7.9 sukzessiv fiir alle delN. Die Umkehrung ”€” er-
gibt sich aus der gleichen exakten Sequenz, mittels (ii) und (i).

Q.E.D.

ler Ringe, so ist gr(B) sogar gr(A)-frei mit homogenen Erzeugenden.

Bewe is (vgl. [He-2], Theorem 5.2): Nach Satz (1.8.ii.c) gilt

1
gr_. (B)z gr_ (A)®, gr_ (B/F B)
FB FA A FB A



1
= ®
ngA(A) A/FingB(B/FAB)’

denn auf beiden Seiten des Tensorprodukts stehen in Wirklichkeit
A/Fi—Moduln. Nun ist A/F1 ein lokaler Ring mit nilpotentem maxi-
malen Tdeal und grp (B/FAB) ist flach lber A/Fi. Nach
[Ma], Theorem 7.10 ?st grp (B/FiB) sogar A/Fi—frei. Dies liefert
die Behauptung. B

Q.E.D.
Das folgende Lemma ist lediglich eine Umformulierung der eben
bewiesenen Aussage. Ist FA eine Filtration auf dem lokalen Ring A,
so werden hierbei und im Welteren aus technischen Grinden Ausdricke

vom Typ Fi mit d<0 bentotigt. Diese sind als das Einsideal von A zu

deuten.

(1.11) LEMMA

Sei f:A->B ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe. Dann sind
folgende Aussagen aquivalent.

(i) f ist tangential flach.

(ii) Es gibt eine Familie (bi)ie von Elementen aus B, die, wenn

I
man d(i):= ord(bi) setzt, folgende Bedingungen erfiillt.

(a) BS ) Abi+Fg fiir alle deN.
iel T,
(b).z a,b.eFp
iel
fir alle i€l gilt.

mit aiGA fir alle i€l impliziert, daf aieFi_d(l)

(iii) Es gibt eine Familie (b’i)i von Elementen aus B, die,

e’
wenn man d’ (i):= ord(b;) setzt, flir jedes delN einen Isomorphismus
d-d’ (i) d
: @ _, (A/F )
fd ieI,(A/F ) >B/FB

- N . .
mit (ai)iGI’ > EI a.bi induziert.

Bewe is (vgl. [He-2], Lemma 1.17): (i)=>(ii) gr(B) ist gr(A)-

frei mit homogenen Erzeugenden. (bi)iGI wird so gewdhlt, dafB bieB

solche Erzeugende reprasentieren. Dies liefert fiir ein beliebiges
d

Element bGFB

be z Fd_d(l)b, +Fd+1.

. i B

Lel d d-d (i)
Es gilt also FBG z FA bi’ woraus man (a) iterativ gewinnt.
Nehmen wir nun ég} Bedingung (b) sei fiir einen Ausdruck z aibing

je
nicht erfiillt, also j:= min {ord(ai)+d(i): i€el}< d. Nun reprisen-—

tieren bi linear unabhingige Elemente aus gr(B), z aibi jedoch das
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Nullelement von ng(B): FJ/FJ+1. Folglich représe%%gert a; das

Nullelement aus grj_d(l) Fi_d(l)/Fi_d(l)+1,
aieFi_d(l)-F1 im Widerspruch zur Definition von j.
(ii)>(iii) Wir setzen 1’:=
d(i

d A
wegen (a) surjektiv und wegen (b) injektiv.

(A)= das heiBRt es gilt
I und b;:z bi fiir alle iel’. Die Abbil-
)

dungen f , sind wegen biGF fiir alle i€’ wohldefiniert,
(iii)>(i) Wir betrachten folgendes kommutative Diagramm mit

exakten Zeilen.

+1-d’ (i) -d’ (i)
PN SRy S

l l l

B sef (B) %7% B/F e 50

Die vertikalen Homomorphismen rechts und in der Mitte sind bi jek-
tiv, also auch der vertikale Homomorphismus links. Die direkte

Summe iUber alle deZ liefert einen Isomorphismus

@, gr(a)[-a’ (i)1->gr(B),
das heiBRt gr(B) ist gr(A)-frei und damit f tangential flach.
Q.E.D.
(1.12) FOLGERUNGEN
(i) ~”Basiswechsel” Sei f:A->B ein tangential flacher Homomorphis-

mus filtrierter lokaler Ringe und I€A ein echtes Ideal. Dann ist
feA/I: A/I->B/IB

ebenfalls tangential flach.
(ii) ”lokales Kriterium” Sei f:A->B ein Homomorphismus filtrierter

N eine Folge echter Ideale in A derart,

daf3 fur jedes Fi ein j existiert mit
d
c
Ij_FA.
Dann sind folgende Aussagen adquivalent.

lokaler Ringe und (T.),
& J JE

lokaler Ringe und I ein echtes Ideal in A. Dann gilt

8T (IB,B)= gL (I,A)Ong (B)

B A B
oder, adquivalent dazu, flir alle deN
d r,_s d+1
TBNF = Y (InF,)Fp + IBOF .
r+s=d

lokaler Ringe und I ein Ideal in A derart, daf FiSI fir ein
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gewisses deN gilt. Dann ist die Vervollstandigung

(B/TB)"= <ml__“i__r_gm(B/IB)/FdB(B/IB)

d
flach iiber A/I.

Ringe mit der Faser BO. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.

(a) f ist tangential flach.

(b) Es gilt HO2HOHO .

0 d d
und B/ ) FB ist flach iber A/ FA.
0 deN deN
Bewe is (vgl. [He-2], Theorem (2.5), Corollary (2.8),

<H H

W o w
> O >
T O w

(c) Es gilt H

Lemma (3.2.1.), Theorem (4.8)): (i) Wir nutzen die zur tangen-

tialen Flachheit Aquivalente Bedingung (iii) aus Lemma (1.11).

. . d-d" (i) d .
Wir haben also Isomorphismen fd'igl’ (A/FA ) >B/FB und es ist
zu zeigen, daf3 die induzierten Homomorphismen
i(::_?[N[(A/I)/Fi_d (1)(A/I)] ------ >(B/IB)/F§(B/IB) ebenfalls Isomorphismen

sind. Sie stimmen jedoch mit den Basiswechseln fd®A/I Uberein.

(ii) Die Implikation (a)>(b) ergibt sich aus (i). Zeigen wir also

(b)>(a). Nach Voraussetzung gilt

1 1 0

Hp,p g(d)= Y Hy,p (MHg (s).
J r+s=d J 0 +1
fir alle d, jeN. Fir gewisses j gilt jedoch PjSFi und damit
1 1 1
_ . < _ i .

HA/I,(r) HA(r) fiir r<d und HB/I.B(d) HB(d) Dies liefert

1_J1.0
HB: HAHB , also die tangentiale Flachheit von f.

(iii) gr(B) ist gr(A)-frei mit homogenen Erzeugenden, es gibt also

einen graduierten Isomorphismus

18 gr(A)[-d’ (i)]1->gr(B).

Dieser induziert nach (i) einen entsprechenden Isomorphismus fir
f®A/1. Andererseits kann man auch den Funktor ®gr(A)gr(A)/gr(I, A)

anwenden, so daf3 wir folgendes kommutative Diagramm erhalten.

i(é)I,gr(A/I)[—d’(i)] gr (B/IB)
i(21,(gF(A)/gr(I,A))[—d’(i)] ------------------ >gr(B)/gr(I,A)gr(B)

Der vertikale Homomorphismus auf der linken Seite ist bi jektiv,
also auch der vertikale Homomorphismus auf der rechten Seite.
gr(I,A)egr(B)= gr(IB,B) ist bewiesen.

Nach Definition der Anfangsformenideale ist dies dquivalent zu den

Identitdten
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r,.s d+1 d d+1
Y (INF )F.+ F. = IBNF_+ F
o, AB B B" 'B

fir alle deN. Die Inklusionen ”€” gind trivial, es bleibt also nur

d r,.s _d+1
C
TBNF < Y (INF,JFL+Fp
r+s=d

zu untersuchen, was offenbar zu den behaupteten Identitdten aqui-
valent ist.

(iv) Wir betrachten die Isomorphismen f _ aus Lemma (1.11.iii),

d
tensorieren iiber A mit A/I und betrachten inverse Limites iiber d.
(B/1B) = lim[ &, A/(1+F4 (B,
& ieT A
d
® d-
= i @
AT T ep 8 ()= 2/ (T, )]
00d j=0
= T liml ® A/ (1474 Iy
A ie?,d (i)=] A
J;O d
= T @ A/T

j=0 iel;d’ (i)=j
Wir haben benutzt, daB fir j»0 Fi_J: A gilt, inverse Limites unter-
einander kommutieren und daB fiir d»0 Fi_JSI ist. Nach [Mal], Exer-

cise 7.4 sind jedoch direkte Produkte flacher Moduln iiber noether-
schen Ringen flach. Dies liefert die Behauptung.

(v) Ersetzt man A durch A/ ) Fi und B durch B/ Fg, so dndern
sich die untersuchten Aussaggﬁ nicht. Nehmen wigeglso N Fiz (0)
d deN

und N F_ = (0) an.
(a)g?@) H1= HlHO impliziert HO: HOHO (Muétiplikation mit (1-T)).
B A'B B A BO 0
Da A artinsch ist, gibt es ein dOGW mit FA =(0), das heiBt I=(0)

erfiillt die Voraussetzung von (iv). Folglich ist B flach iiber A.
Da B artinsch ist, gilt FSZ(O) fiir d»0, also B = B. Dies liefert
die Behauptung.
(c)>(b) Nach Voraussetzung gilt fiir alle deN
0 0,..,,0 .
Ho(d)< Y H (i)H. (j).
B .5 A B
i+j=d 0
Wir haben zu zeigen, daf3 fir jedes d Gleichheit eintritt.
Summieren liefert
T .0 T .0 T .0
Y Ho ()< Y H, (1)e Y Hy ()
d=0 i=0 j=0 0
Die linke Seite ist gleich 1(B), die rechte Seite gleich
l(A)-l(BO). Da A, B (und BO) artinsch sind, sind diese GrofBen end-
lich. Es bleibt 1(B)= l(A)-l(BO) zu beweisen. Betrachten wir eine
Kompositionsreihe A=M oM >...5M =(0) von A. Es muB M, /M, _ ZA/m
01 r i i+

1
fiir alle i gelten. Da B flach ist, erhalten wir
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B=M ® BoM ® B>...oM ® B=(0) mit M.® B/M, ,® B A/m® B= B/mB= B _.
0 A 1A r i i+

A A 1A A 0

Es folgt I1(B)= rel(B )= 1(A)eI(B ).
0.,,0,.0 0 1 9 0
5 . s 5 <1 . .
(b)=(a) Hg HAHB impliziert HB HAHBO (Multiplikation mit

=

(1—T)_1: Y T°, was eine Reihe mit positiven Koeffizienten ist).
Die umgekéﬁ?te Ungleichung ist Satz (1.8.1).

Q.E.D.

(1.13) BEMERKUNGEN

Die bisherigen Aussagen zur tangentialen Flachheit sind zum Teil
nicht voll befriedigend. Insbesondere gelingt es nicht, aus der
tangentialen Flachheit eines Homomorphismus dessen Flachheit zu
folgern. Man kann lediglich einige Abschwdchungen hiervon zeigen.
wir miissen uns daher auf eine speziellere Klasse von Filtrationen,
die sogenannten stark separierten Filtrationen einschranken.

Wir bemerken, daf3 eine Filtration F auf einem lokalen Ring sepa-
riert heif3t, wenn dgNﬁd: (0) gilt und ein separiert filtrierter
lokaler Ring A vollstandig heif3t, wenn er mit seiner Vervollstandi-

gung AN = <___l__“i___r_[l____A/FdAiibereinstimmt.
d

(1.14) DEFINITION
Sei A ein lokaler Ring und FA eine Filtration auf A. FA heiRt
stark separiert, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen

erfillt ist.

(i) N FZMZ (0) fir jeden endlichen A-Modul M.
deN

(ii) 1N FZ(A/I)Z (0) fiir jedes Ideal von A.
deN

(iii) Fir jede gegebene Potenz mk des maximalen Ideals m von A
gibt es eine natirliche Zahl d mit

d k.

FA_m

Bewe is der Aquivalenz der obigen Bedingungen: (i)>(ii) trivial
(ii)=>(iii) Sei I= mk. Dann ist A/I artinsch, das heif3t

N FZ(A/I)Z (0) impliziert FZ(A/I)Z (0) fir d»0. Dies bedeutet
ag K
F € I=m.

A ©

(iii)=>(i) Nach Voraussetzung gilt FZMS N mkM. Damit folgt

. SGW th
die Behauptung aus dem Krullschen Durchschnittssatz ([Mal,
Theorem 8.10).
Q.E.D.
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(1.15) BEISPIELE

Fd

a) Sei A ein filtrierter lokaler Ring derart, daB R(A):= oFA

l®8

d

noethersch ist. Dann ist FA stark separiert.

Bewe i s: NeN sei so gewdhlt, daB R(A) iiber R(A)(0)= A von homo-

genen Elementen vom Grade hdchstens N erzeugt wird. Dies liefert

piNo ¥y Fle op T
A . . A A
i +...+i =kN
1 r
0<i <N
v N_k
Es muB3 offenbar r>k bei jedem Summanden gelten, woraus Fi Sm
folgt.
Q.E.D.

b) Sei (A,m) ein filtrierter lokaler Ring und E eine filtrierende

Familie derart, daR FA die E-Filtratiom ist, die durch ein gewisses

N-Tupel x= (Xl,...,XN) von Elementen Xiem definiert wird. Dann sind

folgende Bedingungen dquivalent.

(i) FA ist stark separiert.
(ii) FA ist separiert.
ooy e ™ °™N_ d
(ii1) 1im min {a, +...+a : X o ..®x € F\{0}}= o.
1> 1 N 1 N A
Bewe is: (iii)>(i) Sei eine Potenz mk zgrgegebegi Dann exis-—

tiert eine natﬁrlichg Zahl d gerart, daBB x 1."'.%N NG Fi\{O}

1
1
a,+...a.2 k, also x o, ..*X € m impliziert. Da diese Monome F
1 N 1 N A
. d k
erzeugen, gilt FAS m .

(i)>(ii) trivial

(ii)=>(iii) Da die Filtrat%on F, absteigt, ist die Funktion f mit

A a
. 1 N d
f(d):= min {a1+...+aN. Xy cea%ay € FA\{O}}
monoton wachsend. Angenommen, es wire lim f(d)#®o. Dann gibt es ein

d> o
dOGW derart, daB f(d) fir d>q) konstant ist. Dies bedeutet, fiir

alle d>»d, gibt es ein Monom in x,,...
d 0 1 N

F'\{0} liegt. Da es, nur endl%ch viele solche Monome gibt, gehort

,%X.. vom Grade f(do), das in

eines, sagen w%r X1 -.b.ox , zu unendlich vielen Fi\{O}. Doch
dann gilt O#X1 1'...'XN NG N Fd im Widerspruch zur Annahme.
deN Q.E.D.

Ist E eine filtrierende Familie mit

lim min {a1+...+aN: (al,...,aN)G E . }= o,
d> o

so sind alle E-Filtrationen (stark) separiert. Wir nennen dann E

d

eine separiert filtrierende Familie.

c) Sei (A,m) ein (im Sinne der kanonischen Filtrationen) vollstin-
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diger lokaler Ring und F, eine separierte Filtration auf A. Dann

A

ist FA stark separiert nach dem Satz von Chevalley ([Mal,

Exercise 8.7).

(1.16)PROPOSITION
Sei f:(A,m)—> (B,n) ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe,

wobei FA und FB stark separiert seien. Dann sind folgende Aussagen

aquivalent.
(i) f ist tangential flach.

(ii) f ist flach, gr(B/FiB) ist flach liber A/Fi und es gilt

gr(IB,B)= gr(I,A)egr(B), wenn I eines der Ideale Fi mit deN ist.
(iii) f ist flach und es gilt gr(IB,B)= gr(I,A)egr(B) fiir I=m und

wenn I eines der Ideale Fi mit deN ist.

Bewe is (vgl. [He-2], Theoreme (3.2) und (3.4), wo bessere
Ergebnisse bewiesen werden): (i)>(ii) Wegen Folgerung (1.12.1iii)
und Satz (1.8.1ii.c) bleibt nur die Flachheit von f zu beweisen.
Nach Folgerung (1.12.iv) ist (B/FiB)A flach iber A/Fi. Da FB stark
separiert ist, betrachten wir eigentlich die n-adische Vervollstan-
digung, das heiRt (B/FZB)A ist treuflach liber B/TiB ([Mal,

Theorem 8.14). Folglich ist B/FdB flach iber A/F‘d fir alle deN. Da
F . stark separiert ist, ist B/m B flach iiber A/m fir alle keN

A
(siehe (1.14.iii)). Nach dem lokalen Kriterium der Flachheit ([Mal],

(i1)>(i) Wir wollen die Bedingungen von Satz (1.8.ii.d) beweisen.

gr(B/FiB) ist flach liber A/F1 nach Voraussetzung. Da f:A->B flach

A
ist, sind die kanonischen Sur jektionen grp (A)®AB ------ >ng (B) und
gL (A)®AB(k) ------ > 8T (B)®BB(k) bijektiv. Schﬁieﬁlich imﬁﬁizieren die

TdeAtitaten gr(FiBéB)= gr(FA{A)-gr(B)

i i+k+1 i_k+1 i+1 i+k+1
FABﬂFB = FAFB + FA BﬂFB ,

also D(i,k)= 0 fir alle i,keN nach dem folgenden Lemma (1.17.1i1)
(ii)e(iii) Wir haben zu zeigen, daB Flachheit von gr(B/FiB) iiber
A/Fi dquivalent zu gr(mB,B)= gr(m,A)egr(B) ist.

Ersteres ist nach Bemerkung (1.10) &dquivalent zur Flachheit von
A/Fi ------ >B/F1B+Fg fir alle deN. Da A/Ei ------ >B/6;B flach ist, bedeutet
dies nach [Mal], Theorem 22.5 gerade, daR

1,..d, 1. . 1
(F,B+FL/F,BSB/F B)e, A/n

injektiv ist. Hierzu dquivalent ist (F1B+Fg)ﬂmB: mFg+FiB, also

d d 1 d d 1
< =
mBﬂFB_ mFB+ FAB und mBﬂFB mFB+ FABﬂFB.



16

Die zweite Bedingung bedeutet nach dem folgenden Lemma (1.17.1)

gerade
d r_s d
mBNF = Y F Fg+ mFp.
r+s=d
r>0

Ferner kdnnen wir gr(FlB,B): gr(Fi,A)-gr(B) annehmen, was analog

Flenrd= ¥ FUFS+ FLF

A B AB AB

r+s=d

r>0
fiir alle deN liefert. Die zweite Bedingung ist also zu
mBﬂFg: FiBﬂFg+ mFg aquivalent. Dies liefert die Behauptung.

Q.E.D.
(1.17) LEMMA

wobei FB stark separiert ist.
(i) T sei ein Ideal in A. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(a) gr(I,A)egr(B)= gr(IB,B)

d r..S ..
(b) TBNFy= Y (INF,)F, fiir alle deN

.r+s=d .
(ii) gr(Fi,A)°gr(B)= gr(FiB,B) fir alle ieN impliziert
P+k+1 ikl i+l i+k+1

i
FABﬂFB = FAFB + FA BﬂFB

fir alle i, keN.

Bewe is (vgl. [He-2], Lemma (3.3.1)): (i) Nach Folgerung

(1.12.1ii) ist (a) zu IBan: Y (IHFZ)FS+ IBan+1 fiir alle delN

r+s=d B
dquivalent. (b)>(a) ist somit trivial.

(a)>(b) Tterieren der obigen Identitdt liefert
d r..s 1
TBNF = Y (INF,)F + IBNF

r+s=d B

rechten Seite ist IFg. Fir diesen gilt mit gewissen p,q, 1€N

fir beliebiges 1€N. Ein Summand auf der

Ing nP(1B)2 1BNn92 IBﬂFé,

was die Behauptung liefert. Wir haben hierbei die Koendlichkeit

von F_, das Lemma von Artin-Rees und die starke Separiertheit von

B

FB ausgenutzt.
(ii) Nach (i) erhalten wir

i i+k+1 r_s
FBNFy = Z F\Fg

r+s=i+k+1
r>i

und

i+1 i+k+1 r_s
F, BNFg = Y F,Fp

r+s=i+k+1
r>i+1
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Hieraus folgt die Behauptung.

(1.18) SATZ
Sei f:(A,m)—> (B,n) ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe
mit der Faser B = B/mB. A sei artinsch, F

0 B

dig. Wir wdhlen fiir jedes deN eine Familie (qj j)jGJ von Elementen
aus Fg, deren Restklassen eine A/m-Vektorraumbasis von grd(BO) bil-

den. Die Elemente bd b definieren dann einen A-Modul-Homomorphismus

separiert und B vollstan-

W

g (e A)>B | (
d=0 jeJ

l_
ad,j)dem >d§gad,jbd,j'

Jedy
Es gilt
(i) g ist surjektiv.

(ii) f:A->B ist genau dann flach, wenn g bijektiv ist.

(a) f:A->B ist tangential flach.

o
(b) Fiir jedes keN gilt o mn o Ky
B . A d, j
d=0 jeJ
(c) Fir jedes Element b= z a, .b ., von B gilt
4. d,jd,J
5 3 .. . _
ordF (ad,j) ordF (b)- d fir alle deN und JGJd
A B e,e)k,k’ e+e>d
(d) Es gibt Elemente ad’j’ T e Fa , so daB
e,e. k,k’
b, ke 2 24 ; d, j

d, j
gilt fir alle e,e’ €N, kGJe und k’GJe,.

Dann sind die Aussagen (a), (b) und (c) &Aquivalent und
implizieren (d).
Bewe i s: Zunidchst bemerken wir, nach Beispiel (1.15.c) ist F

B

und daher auch FB stark separiert.

0
In den Reihen z ay jbd b stehen fiir jedes d nur endich viele
d’ j b b
Summanden, die jeweils dem Ideal Fd angehdren. Da B vollstandig

B
ist, konvergieren die Reihen, wobei die Limites eindeutig bestimmt

sind, denn F_ ist separiert. g ist also wohldefiniert.

(i) Da A arfinsch ist, ist m nilpotent. Es geniligt also,
BS im(g)+ mB zu zeigen, das heiBt die Surjektivitit von ggAA/m. Da
m endlich erzeugt ist, kommutiert der Funktor ®AA/m mit direkten
(Summen und) Produkten.

Wir erhalten
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W

g® A/m: T ( ® A/m)—> B/mB=B. , (a, .) B Y a, .eb. .,
A d=0 jeJd 0 d, j deN 4, d,j d,]j

wobei die Querstriche Restklassen modulo m bzw. mB andeuten. Da FB

separiert ist, sind die Limites der angegebenen Reihen eindeutig,

g®AA/m wird also durch sie bereits bestimmt. Nach Wahl der b

d, j
gilt
Fg = Y A/meb Fg+1.

0 jely - J 0

Jgdes Element von B 138t sich somit in Gestalt einer Reihe

z ( z a, .sb, .) mit Koeffizienten aus A/m schreiben, wobei die
£ v, d,j d,]

d=0 JGJd

inneren Summen endlich sind. Also ist g®A/m sur jektiv.

bijektiv ist. Es ist zu zeigen, aus dzjad,j.bd,j: 0 mit ad’jeA/m
folgt gg ------ 3; 0 fir alle (d, j). Angenommen, dies sei nicht so. (d,j")
sei ein Paar mit minimaler erster Komponente und ESTET; 0. Dann mufB
) d tlworaus gsich nach der Wahl der bd b aber
O b
g 5= 0 und ein Widerspruch ergibt.
Sei nun K der Kern von g. Wir erhalten eine exakte Sequenz von
A-Moduln
©
03K [ (@ A)-E3B-0.
d=0 JGJd
Tensorieren mit A/m Uber A liefert wieder eine exakte Sequenz
©
®
0> K/mk—> T (® )-E2AM s p/mBes0.
d=0 jGJd

Man beachte hierbei, daf8 wegen der Flachheit von B iUber A
Tor?(B,A/m): 0 gilt. Es muB also K/mK= 0 und folglich K= 0 gelten,
denn m ist nilpotent. Also ist g bi jektiv.

Sei nun g bijektiv. Dann ergibt sich die A-Flachheit von B daraus,
daBR direkte Produkte flacher Moduln flach sind ([Ma], Exercise
7.4).

(iii) (a)>(c) Wir bemerken zunichst, die tangentiale Flachheit

von f liefert nach (1.12.1ii)

gr(BO) gr(B)/gr (mB, B)

gr(B)/gr(m, A)gr(B)

gr(B)e® gr(A)/gr(m,A).

gr(A)

Ferner ist gr(m,A) ein nilpotentes Ideal in gr(A), da m nilpotent
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ist. Ist also M ein gr(A)-Modul, so verschwindet
M®gr(A)gr(A)/gr(m,A): M/gr(m, A)M nur dann, wenn M= 0 gilt.

Wir betrachten nun den Homomorphismus graduierter gr(A)-Moduln

N
d+1
@ —-d ] .
g d’jgr(A)[ dl—>gr(B) , (ad,j)dem [ z,ad,j (bd,j mod FB )
fe g d, j
15y
und wollen zeigen, daf3 er ein Isomorphismus ist. Aufgrund der Wahl
der b, . ist zundchst
d, ]
N
® : @ —d|—
g gr(A)gr(A)/gr(m,A) 4% A/m[-d] >gr(BO) ,
------------------------------------------------------------------------ d+1
(ad,J)dGW ) ag. -(bd’j mod Fp )
‘e ] d, 0
15y
ein Isomorphismus. Damit gilt

AN

N
0= coker(g@gr(A&gr(A)/gr(m,Aaez (coker gl® )gr(A)/gr(m,A),

gr(A
das heif3st coker g = 0, so daB g surjektiv ist. Nun ist folgende

Sequenz exakt.
AN

Tensorieren mit gr(A)/gr(m,A) liefert wiederum eine exakte Sequenz
N

Q- > (ker g)%r(A)gr(A)/%j(m,A) ------------------------ essse
28 gr(A)/gr(m,A)
see—, @ A/ml=d] gr(A) ~gr (B )=0.

Man beachte, wegen der tangentialen Flachheit von f gilt

Torgr(A)(gr(A)/gr(m,A), gr(B))= 0.
1 A A

Wir erhalten (ker g)® )gr(A)/gr(m,A): 0, also ker g = 0, so daB

A gr(A
g auch injektiv ist.

Betrachten wir nun Aussage (c). Wir nehmen indirekt an, es sei

b= ) a, b, . mit min (ord_ (a, ,)+d)= 1< ord_ (b). Bezeichne
4, d,jd,]j d, j FA d, j FB

b’:= Z’a b
4, d,jd,J
die Summe iiber alle Paare (d, j), wo dieses Minimum angenommem wird.

Es geniigt offenbar ordF (b’ )=1 zu zeigen. Tatsdchlich ist U GFé
B

und
, 1+1_ 1-d+1 d+1
b’ mod Fy = Z.(ad,j mod F, ) (bd’j mod Fp  )# 0,
d, ]
AN
da g bijektiv ist.
k_ o k-d
(c)>(b) Wir haben lediglich FBS m e FA -bd . zu zeigen, denn
d=0 jeJ - J y
die umgekehrte Inklusion folgt aus der gbgeschlossenheit von F

B
beziiglich der durch FB auf B induzierten Topologie. Sei bng. Nach



20

(i) gibt es eine Darstellung b= z ay .b ., wobei nach (c) gelten

Jd. J
mufB3 d. J
ord_ (a, .)> ord_ (b)-d> k-d.
FoodJ Fi
o
. . k—-d
Dies liefert be ] ® FA -bd 3
d=0 jeJ
(b)=>(a) g induziert Isomorphismen
o
k-d k
Mm o gr (A)—=>gr (B).
d=0 jeJ o . o
. . . k-d k-d k-d
Hierbei gilt [ @ gr (A)= @ ,gj gr (A)= @ ,gj gr (A).
d=0 jeJ d=0 9574 d=0 9574

Zusammengesetzt erha?ten wir einen Isomorphismus von gr(A)-Moduln

[09]
420 ng gr(A) [-d]—>gr(B).

Der gr(A?—Modul gr(B) ist somit frei, also auch flach.

(c)>(d) Wegen (i) kann man die Koeffizienten wenigstens so wihlen,
daB sie in A liegen. Nach (c) liegen sie in den angegebenen
Idealen.

Q.E.D.

(1.19) BEISPIEL

Seien K ein Korper und a,b,c,d,X,Y,Z Unbestimmte. Wir setzen
A:= KIla,b,c,dl1/(b”, be),

B: = A[[X,Y,Z]]/(fl,f fo.f,)

2’7374
mit
f1:= X2+aX, f2:= XY+bX, f3= Y2+CY, f4:= Z3+d.
F sei die durch x:= (a,b,c,d,X,Y,Z2) auf Kl[l[a,b,c,d,X,Y,Z]] defi-
nierte g-Filtration mit q:= (1,1,1,1,1,1,é0 und e€{1,2}. FB sei die

Bildfiltration von F, FA die Bildfiltration der Einschrankung von F
auf K[[a,b,c,dl].

Dann ist B flach iiber A, jedoch nicht tangential flach.

Zum Beweis der Flachheit bendtigen wir das folgende Lemma.

(1.20) LEMMA

Ringe, seR" ein n-Tupel von Elementen aus R und I:= sR das von
diesen erzeugte Ideal. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
(i) B:= R/I ist flach iiber A.
(ii) Jede Relation modulo mR von s 13Rt sich zu einer Relation

von s anheben, das heif3t flir jedes n-Tupel reR’ mit <r, s>=0 mod mR
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existiert ein r’GRn mit <r;s>= 0 und r’= r mod mRn.
Bewe i s des Lemmas (vgl. [T]): Aussage (i) ist nach [Ma], Theo-

rem 22.5 aquivalent zur Injektivitat von (IC>R)@AA/m, also zu

mI= mRNT.

(i)>(ii) Es gilt <r,s>e mRNI= mI, das heiBt es gibt ein n-Tupel
XGRn von Elementen aus mR mit <r,s>= <x,s>. Man kann r’:= r-x
setzen.

(i1)>(i) Es geniligt offenbar mRNIS mI zu zeigen. Sei a€mRNI. Dann
gilt a= <r,s> mit einem gewissen n-Tupel reRr". Wegen
<r,s>= a= 0 mod mR gibt esg ein r’GRn mit <r;s>=0 und r’= r mod mRn.
Es folgt

a= <r,s>= <r-r,s>€ ml.

Q.E.D.

B e we i s der Aussage des Beispiels (1.19): Zeigen wir zunichst
die Flachheit von B iilber A. Sei R:= A[[X,Y,Z]] und

I:= (f ,f.,f.,,f JR. Die f = (fj mod mR) betrachten wir als Ele-

2°'3 4 jo’

mente von RO.— K[[X,Y,Z2]] und haben Erzeugende L

moduls anzuheben. (Triviale Syzygien lassen sich offenbar anheben.

ihres Syzygien-

Wir lassen sie daher weg.)

Die Behauptung ergibt sich nun aus der folgenden Tabelle.

f. X2 XY Y2 Z3
o5 2 3

fj X" +aX XY+bX Y +cY Z +d
rlO Y -X

rl Y+b -X-a

r20 Y -X

r2 Y-b+c X

Angenommen, B ware tangential flach. Nach Basiswechsel konnen wir
annehmen, es wire A= K[[a,b,c,d]]/(a,b,c,d)2 ein artinscher Ring.
Dann miiBte die Aussage (d) von Satz (1.18.111) gelten. Wir bemer-

2 .3

ken, hier ist BO: K[[X,Y,Z]]/(X XY,Y,Z27).

Sei e= 1. Als Familien im Sinne von Satz (1.18) widhlen wir {1},

{X,Y,Z2}, {XZ,YZ,ZZ}, {XZZ,YZZ}, B, ... . ZOZZZ —-del mit ord(Z)= 1,
ord(ZZ): 2, ord(1)= 0 erfordert ordF (-d)> 3.
A
Sei e= 2. Als Familien im Sinne von Satz (1.18) wihlen wir {1,272},
{X,Y,XZ,YZ,ZZ}, {XZZ,YZZ}, B, ... . Z2 ZZ— —-deZ mit ord(Z )= 1,
ord(Z)= 0 erfordert ordF (-d)> 2.
A

Wir haben in beiden Fdllen Widerspriiche erhalten.
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Q.E.D.
(1.21) SATZ
Sei f:(A,m)—> (B,n) ein flacher lokaler Homomorphismus filtrierter
lokaler Ringe mit der Faser BO’ wobei FB stark separiert ist. f ist
tangential flach genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind.
(i) Fir jedes a€A und jedes beB mit ordFB(b): ordFB (bo) gilt

ordF (ab)= ordF (a)+ ordF (b). 0
B A B

Dabei bezeichnet bO die Restklasse von b in BO.
(ii) Bedingung (i) bleibt erhalten, wenn man f durch f®AA/I fir

jedes echte Ideal IcA ersetzt.

Bewe is (vgl. [He-2], Theorem (5.2)): Sei f tangential flach.

Nach Folgerung (1.12.1i) geniigt es (i) zu beweisen. Seien also a€A,

beB wie in der Voraussetzung gewdhlt. Wir kodnnen

k:= ordF (A< o, 1:= ordF (b)= ordF (b0)< ©
A B B
0
annehmen. Es sei bemerkt, daf die Ungleichung ”2” trivialerweise
gilt. Ersetzt man f durch f®AA/Fi+1+1, so bleiben alle Voraus-

setzungen des Satzes erhalten, ebenso die Ordnungen auf der rechten
Seite, wdhrend die Ordnung auf der linken Seite wachsen kann. Wir
konnen daher A artinsch annehmen. Ersetzt man B durch dessen
Vervollstandigung B (die wegen der starken Separiertheit mit der
n-adischen Vervollstidndigung libereinstimmt), so bleiben ebenfalls
alle Voraussetzungen (man beachte, BB ist flach) und alle Ord-
nungen erhalten. Wir kdnnen B daher vollstdndig annehmen und somit
Satz (1.18) anwenden.
b gehdort zu einem gewissen System (bd,j)dem,jej im Sinne dieses
Satzes. Aussage (iii.c) liefert ordF (a)> ordF ?ab)— ord_ (b), also
die Behauptung. A B

Die Umkehrung wird im Folgenden nicht bendtigt. Wir verzichten

daher auf den Beweis und verweisen auf [He-2].

Q.E.D.

(1.22) BEISPIEL

Seien K ein Korper und a,b,c,d,X,Y,Z Unbestimmte. Wir setzen
A:= Klla,b,c,dl1/ (b, bc)

B: = A[[X,Y,Z]]/(fl,fz,f3,f4,f5)

mit
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f1:= X2+aX , f2:= XY+bX , f3:= Y2+CY , f4:= X22+dX , f5:= Z3+dZ.

FA und FB seien die kanonischen Filtrationen.
Dann ist B flach iiber A, jedoch nicht tangential flach.
Bewe i s: Wir zeigen die Flachheit nach Lemma (1.20). Sie ergibt

sich aus der folgenden Tabelle.

. X2 XY Y2 XZ2 Z3

Jo 2 2 2 3
fj X" +aX XY+bX Y +cY XZ " +dX Z +dZz
rlO Y -X
rl Y+b -X-a

2
r20 22 X
r2 Z +d -X-a
r30 Y -X
r3 Y-b+c X
2

r40 22 Y
r4 Z +d -Y-b
rSO -X
rS Z -X

0" K[[X,Y,Z]]/(XZ,XY,YZ,XZZ,Z3). Man erhdlt

ord_, (X)= ord (X)= 1 und ord_ (d)= 1. Wire nun f tangential
FB FB FA

flach, so mﬁﬁté)nach Satz (1.21) gelten

Hier gilt B

2= ord_ (dX)= ord (—XZZ)> 3.
FB FB

(1.23) DEFINITIONEN
Sei A ein filtrierter lokaler Ring und x€A ein Element. Die
Anfangsform von x in gr(A) ist definiert durch

in_ (x)= in(x):= (x mod Fd+1)
FA A
falls d:= ord(x) endlich ist und durch
in_ (x)= in(x):= 0

Fa

sonst.

Sei T ein Ideal im filtrierten lokalen Ring A. Eine Standardbasis
von I ist eine Familie r= (rj)jGJ von Elementen aus I derart, daB
die assoziierte Familie in(r):= (in(rj))jGJ der Anfangsformen in

gr(A) das Anfangsformenideal gr(I,A) erzeugt.
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(1.24) SATZ

Sei f:(A,m)—> (R,M) ein tangential flacher Homomorphismus filtrier-
ter lokaler Ringe, wobei FR stark separiert sei, und I ein Ideal in
R mit der Eigenschaft, daB B:= R/I flach iiber A ist. Dann sind
folgende Aussagen aquivalent.

(i) B ist tangential flach liber A.

(ii) Die kanonische Abbildung

ist surjektiv.

(iii) Es gibt eine Standardbasis Ty des Tdeals IO:: T mod mR

in R/mR, die angehoben werden kann zu einer Folge r von Elementen

aus T mit ordF (roj): ordF (r.) fiur alle j
RO R

(in welchem Falle jede solche Anhebung von jeder Standardbasis
r, von IO eine Standardbasis von T ist).

Bewe is: Siehe [He-2], Theorem (3.6), wo eine etwas
allgemeinere Situation behandelt wird.

Q.E.D.

(1.25) BEISPIEL

Sei (A,m) ein filtrierter lokaler Ring. Wir setzen

B:= R/I, R:= A[[X,Y,Z]]1, 1I:= (fl’fz’f3)
mit

f,:= X2+a X+a_Y+a,_Z+a

1" 17 %27 37 T

f2:: Xz+b1X+b2Y+b3Z+b4,

f3:: Z +01X+C%Y+C3Z+C4
und ai’bi’cieFA' FR sei so gewdhlt, daf

(i) die kanonische Abbildung i:A—>R ein Homomorphismus

filtrierter lokaler Ringe ist,

(ii) FR stark separiert ist,

(iii) die Bildfiltration FR auf RO: A/m[[X,Y,Z]] die durch
(X,Y,Z) definierte q—Filtrat?on mit g= (1,1,%0 ist.

FB seil die Bildfiltration von FR.

Dann ist f:A->B genau dann flach, wenn a2: 0, a3: 0, b3: 0 sowie

b4: b1b2 und a,= (al—bz)b2

In diesem Falle ist f sogar tangential flach.

gilt.

Bewe is: Wir wollen die Flachheit nach Lemma (1.20) untersuchen.

Wir erhalten folgende Tabelle
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) X7 XY 7°

Jo 2 2
£ X748, X+a, Y+ Z+a FhE XY+b, X+b, Y+b Z+b FHE 27+c, X+, Y+c Z+c,
rO Y -X

Eine einfache Rechnung zeigt nun

2
<r_,f>= -b f +(a1—b2)f2—d1X+(a b +d2)Y+[b a3+(b2—a1)b3]Z+a Y

0 11 271 1 2
—b3XZ+a3YZ+(b2—a1)d1+b1d2
mit dl:: b4—b1b2 und d2:: a4—(a1—b2)b2.
Sind also die Behauptungen erfiillt, so 138t sich r, anheben,

0
das heiflt f ist flach.
Sei nun f flach, dann 138t sich Q)
die Behauptung, wenn man zeigt, daB 1,X,Y,Z,Y2,XZ,YZ€ B iiber A

anheben. Hieraus ergibt sich

linear unabhdngig sind. Da B flach iber A ist, ist dafir hinrei-
chend, daf deren Bilder in B/mB iiber A/m linear unabhdngig sind
([Mal, Theorem 7.10).

Dies gilt jedoch wegen B/mBz A/m[[X,Y,Z]]/(XZ,XY,ZZ).

Wir wollen nach Satz (1.24.1ii) die tangentiale Flachheit von f
zeigen. Dazu bendtigen wir eine Standardbasis des Ideals

1= (x*,X¥,2°) in R= A/nl[X,Y,211.

Als A/m-Vektorraum gilt gr(RO): A/m[X,Y,Z]. Fir die Multiplikation
ergibt sich jedoch

aj*a, by+b, ¢+,

a, b, ¢, a, b, c X Y z falls (%) gilt
x ly 12 tex 2y 22 2= 4
Lo sonst
mit
a,+a. b,+b_ c, +c a, b, c a, b c
ord(x © v P %21 ?- orax v 12 Msordx %Y 22 %) (%)

Wenn einer der Faktoren X2, XY oder 22 ist, gilt (%) automatisch.
gr(IO,RO)S gr(R_ ) wird von allen Monomen erzeugt, die (im RO—Sinne)
Vielfache von X', XY oder 22 sind. Man kann also zur Multiplikation

im gr(RO)—Sinne tibergehen. XZ,XY,ZZG gr(RO) erzeugen das Ideal

gr(IO,RO). , ,

Die Standardbasis (X ,XY,Z") wird zu (fl’fz’f3) angehoben. Dabei
bleiben die Ordnungen erhalten. (Man beachte, wegen d1:O, d2:O

. 2
gilt a4,b4€ FA.)

Q.E.D.



2. TANGENTTALE FLACHHEIT ALLER DEFORMATIONEN EINER SINGULARITAT-
NORMALENMODULN

(2.1) BEMERKUNG
Eine Deformation eines lokalen Ringes BO ist ein flacher lokaler

Homomorphismus f: (A,m)—> (B,n) lokaler Ringe mit der Faser BO.

Wegen A/m< B/mB hat dieser Begriff nur dann einen Sinn, wenn BO
einen Korper enthalt.

In [He-1] wurde die Frage untersucht, fiir welche lokalen Ringe
(Singularititen) alle Deformationen tangential flach (im Sinne
kanonischer Filtrationen) sind. Es ergibt sich ein Kriterium,
das diese Eigenschaft durch das Verhalten gewisser Normalenmoduln
ausdrickt.

Wir wollen dies auf gréBere Klassen von Filtrationen verallgemei-
nern und Beispiele konstruieren. Das ist der eigentliche Gegenstand
der vorliegenden Arbeit. Dazu haben wir im Folgenden zu prazi-
sieren, was in unserer allgemeineren Situation Uberhaupt unter

einer Deformation zu verstehen ist. Dies betrifft insbesondere den

Zusammenhang zwischen den Filtrationen F F_ und F

A B BO
(2.2) TERMINOLOGIE
Ein Tripel, bestehend aus
(i) einem lokalen Ring (Bo,no),
(ii) einem r-Tupel Yo© (ylo,...,yro) von Elementen aus Ny

die dieses Ideal erzeugen,

(iii) einer koendlich filtrierenden Familie E=(E ) mit E_SN"

d deN d

fir alle deN,
wird im Folgenden der Einfachheit halber als monomial filtrierter
lokaler Ring angesprochen, obwohl die konkreten Daten Yo und E eine
wesentliche Rolle spielen.

Als Bezeichnungen widhlen wir sowohl (BO’yb’E)’ als auch (B.,n.)

0’0
oder B .

0
(2.3) DEFINITION

Es sei (BO,yO,E) ein monomial filtrierter lokaler Ring, A ein fil-

Ringe mit der Faser BO. Eine Filtration FB auf B heiB3t relative E-
Filtration (beztglich Yo uber EA)’ wenn fiir alle deN



d ia
Fp= Y Fy'B

a€k,

i+j3d ,
gilt, wobei das r-Tupel y= (yl,...,yr) eine Anhebung von yOGBO ist.
(2.4) LEMMA

Seien BO ein monomial filtrierter lokaler Ring, A ein filtrierter

lokaler Ring, f:A->B ein lokaler Homomorphismus lokaler Ringe mit

der Faser B, und F_ eine relative E-Filtration auf B. Dann gilt

0 B
(i) FB ist tatsidchlich eine Filtration auf B.
(ii) Fir alle deN gilt f(Fi)S Fg.
(iii) Die Bildfiltration von FB auf BO stimmt mit FB liberein.

(iv) Wenn E eine koendlich filtrierende Familie (vglp (1.4.0))

ist, so ist FB koendlich.

(v) 1Ist FA stark separiert und E eine separiert filtrierende

Familie (vgl. 1.15.b), so ist FB stark separiert.

Bewe is: (i) ergibt sich leicht aus den Definitionen der
Begriffe ”Filtration” und ”filtrierende Familie”, (ii) folgt,
wenn man in (2.3) i=d und j=0 betrachtet.

(iii) Es gilt Fd: z FiyaB. Beim Ubergang zur Faser verschwinden

B a€k,
i+j£d a d
die Terme mit i>1, so daf3 sich z y.B.=F_ ergibt.
00 B
a€k 0
(iv) Sei n das maximale Ideal von B. Dann gilt n= mB+ (yl,...,yr).
Da FA koendlich und E koendlich filtrierend ist, gilt mit gewis-
sen k, 1€N
d d kd kd
< R
1(B/FR)< 1(B/F B+ (y, ...,y "))
< l(B/m1B+ (y?d,...,yid))
< 1(B/mTI
< ,

(v) Wir wdhlen eine Potenz n' des maximalen Tdeals. Wegen der

starken Separiertheit gibt es ein dlem mit FXBS n' fir i?dl. Da E

separiert filtriereng 1§t, gibt es ein d. €N mit yaenr falls a€E

2 d

mit d>d,. Es folgt FB1 2en’.

Q.E.D.

(2.5) DEFINITIONEN
a) Sei (BO,yO,E) ein monomial filtrierter lokaler Ring.

Unter einer Deformation von (BO,yO,E) verstehen wir einen flachen



Homomorphismus f: (A,m)— (B,n) filtrierter lokaler Ringe derart,

daf3 folgende Bedingungen erfiillt sind.
N AN
(i) FEs gilt (B/mB) = B .
A O
(ii) Die von FB auf B induzierte Filtration F 5 ist gerade eine
relative E-Filtration beziiglich Yo Uber EA' B

(iii) Der Homomorphismus f®AA/Fi: A/Fi—éB/FiB filtrierter lokaler

Ringe ist tangential flach.
b) Sei BO ein monomial filtrierter lokaler Ring, der einen Korper

enthdlt. Wir werden sagen, BO hat nur tangential flache Defor-

mationen, wenn jede Deformation f:A->B von BO tangential flach ist.

(2.6) BEMERKUNGEN
N
a) Sei (R,M) ein filtrierter lokaler Ring. Mit R bezeichnen wir

hier die M-adische Vervollstandigung von R, versehen mit der von FE

R
induzierten Filtration F A .
A A R A A
b) Ei gilt nO; HORO’ io daf le""’ rOGBO das Ideal no erzeugen
und BO: (B/mB) = B /mB , das heifRt der von f induzierte Homomor-
N N N
phismus f :A—>B hat die Faser BO. Damit hat Bedingung (ii)

tatsdchlich einen Sinn.
c) Offenbar hat auch der Begriff ”Deformation” aus (2.5.a) nur

dann einen Sinn, wenn B. einen Korper enthdlt.

d) Die Begriffe aus (2?5) sind im Folgenden sehr wichtig. Fir die
Eigenschaft eines monomial filtrierten lokalen Ringes, nur tangen-
tial flache Deformationen zu haben, streben wir ein iiberschaubares
Kriterium an.

Beim Begriff ”Deformation” gibt es gegeniiber der einfachen Situa-

tion lokaler Ringe gewisse Abweichungen. Diese sind aber unwesent-

N N
lich. So fordern wir statt B/mBz BO nur (B/mB) & BO. Dies wird
dadurch gerechtfertigt, daff wir uns fir tangentiale Flachheit

AN
interessieren, die wegen grp (R)= grp (R ) nur von Vervollstidn-
AN

digungen abhingt. Bedingung (ii) besg%reibt den Zusammenhang

zwischen den Filtrationen FB s FA und FB. Wir bemerken, wenn

bereits FB eine relative E-Filtration beziglich Yo Uber EA ist,

go gilt dies erst recht auch fiir F o . (iii) ist rein technischer
Natur und im (wichtigsten) Spezial?all Fi:m trivial.

e) Wir bendtigen noch etwas speziellere Klassen von Filtrationen
und filtrierenden Familien. Diese werden nun eingefitihrt und im

nachfolgenden Lemma untersucht.



(2.7) DEFINITIONEN
Eine Filtration F auf einem lokalen Ring heifB3t endlich erzeugt,

wenn mit einem gewissen heN

rl= Y Fle  orS
s€N
a1+...+a =d

s
o, ,...,o0 <h
1 s

fir alle deN gilt.
FEine filtrierende Familie heiBt endlich erzeugt, wenn mit einem
gewissen heN

Ed: U (EOL +... +EOL )
s€N 1 s
a1+...+a =d

s
o, ,...,o0 <h
1 s

fir alle deN gilt.

(2.8) LEMMA
(a) Sei (A,m) ein lokaler Ring und x= (Xl""’xr) ein r-Tupel von
r
_ . c . .
Elementen aus m. Ist nun E (Ed)dem mit Ed_ N fir alle deN eine

endlich erzeugte filtrierende Familie, so ist die durch x defi-
nierte E-Filtration endlich erzeugt.

(b) Jede endlich erzeugte filtrierende Familie ist separiert
filtrierend.

(c) Sei A ein lokaler Ring und F eine Filtration auf A. Dann sind
folgende Aussagen aquivalent.

(i) F ist endlich erzeugt.

(ii) F ist stark separiert und ng(A) noethersch.
Bewe is: (a) folgt unmittelbar aus den Definitionen.

(b) Wahlt man heN wie in Definition (2.7), so gilt

min {a1+...+ar: (al,...,ar)eE > = )
(c) Der Ring gr
grg(A)Z A/F1

A
einem gewissen helN

F(A) ist noethersch genau dann, wenn er {iber

endlich erzeugt ist. Dies bedeutet aber gerade mit

« o, +1 « a +1
rdpdtl. oy rlrl o FSFES
s€N
o, +. ..+ =d

s
o, ,...,o0 <h
1 s

das heifRt



fir alle deN.

(i)=(ii) ng(A) ist nun offensichtlich noethersch. Fiir alle kelN
muf3 FkhS mk gelten, so daB F auch stark separiert ist.

(ii)>(i) Mit der Bezeichnung

sd.= ¥ F la. . oF S

s€N
o, +. .., =d
al,...,as<h
erhalten wir Fd: Sd+F1 fir 1= d+1. Tterativ gewinnt man diese Iden-
titdt fir beliebig grofRes 1€N. Mit Hilfe des Lemmas von Artin-Rees
und der starken Separiertheit von F folgt fir beliebig grof3e p, geN
Fic s%nP, Flc s%mPar? und Fo s%nIF%. Beachtet man nun, daB die

Inklusion ”2” trivialerweise auch gilt, so ergibt sich Fd: Sd nach

Nakayamas Lemma.

Q.E.D.
Die folgende Aussage besagt im wesentlichen, daf3 sich ein Homomor-
phismus f:A->B filtrierter lokaler Ringe, unter gewissen Voraus-
setzungen, als Komposition eines tangential flachen Homomorphismus
und einer Sur jektion darstellen 14Bt. Die weiteren Behauptungen
sind technischer Natur und werden im Folgenden bendtigt.

Es sei bemerkt, daB einige unserer Voraussetzungen, insbesondere
die Annahme, A sei artinsch, abgeschwidcht werden konnen. Wir werden
jedoch darauf verzichten, da wir einerseits eine allgemeinere
Situation nicht betrachten werden und andererseits den Beweis nicht

unnotig verkomplizieren wollen.

(2.9) PROPOSITION

Sei (BO,yO,E) ein monomial filtrierter lokaler Ring und

der Faser (Bo,no). A sei artinsch, B (im Sinne der n-adischen
Filtration) vollstindig und FB sei eine relative E-Filtration

bezliglich Yo Uber EA'

Dann existiert ein kommutatives Diagramm von Homomorphismen

filtrierter lokaler Ringe,



wobei g tangential flach und h surjektiv ist, sowie FB die Bild-

filtration von FR.

Dabei kann der von h induzierte Homomorphismus h R/mR =:R ———%I%

0’ 0
als eine kanonische Sur jektion L[[Yl,...,Yr]]/H—éBO gewidhlt werden.
Hierbei ist 1Lz Bo/nO ein Koeffizientenkorper (vgl. [Mal, §28),
Y.b»y, fir alle i und H ein Ideal in LIIY,,...,Y 11.
i i0 1 r
Die durch FR induzierte Filtration FR auf RO: L[[Yl""’yr]]/H
ist die durch (Y,,...,Y ) definierte E-Filtration.

(Tst insbesondere E endlich erzeugt, so ist dann

ngR (RO) noethersch. )

Istodesweiteren FB separiert, so kann man zusdtzlich FR stark

separiert wahlen.

Bewelis: Da A artinsch ist, sind unter den Idealen Fi mit ie€lN

nur endlich viele verschiedene. Es gibt also eine endliche Folge

(Xl""’xt) von Elementen aus m derart, dafl jedes Ideal F; von

einigen dieser erzeugt wird. Vervollstandigt man diese Folge zu

einem Erzeugendensystem (x .,XS) von m und setzt man

10
a a
, S, 1, . s d

Ed.— {(al,...,as)em : X1 .. XS GFA},
so erhdlt man eine koendlich filtrierende Familie E derart, daB EA
die durch (Xl""’xs) definierte E’-Filtration ist.

Sei nun (yl,...,yr) die bei der Konstruktion von FB zu benutzende
Anhebung von (ylo,...,yno). Dann gilt (yl,...,yr)+mB: n, also
(Xl""’xs’yl""’yr): n, wenn man Xj:: f(xj) fur je{1,...,s}
setzt. Ferner ist FB die durch (xi,...,x;,yl,...,yr) definierte

E’’-Filtration mit

. e B’ &
,ar) Ed

R , , , 15> 4
i, jeNlN: (al,...,aS)GEi, (al""’ar)eEj’ i+j> d
Wir bemerken, daf mit E'und E auch E'’ koendlich filtrierend ist.

Mit Hilfe der Theorie der Cohenringe (vgl. EGA 1V,_,, §19) sieht

man, es gibt ein kommutatives Diagramm lokaler Homimorphismen
A £ B

A ™8

CAlIX X =T 11X ..., %X .Y ..., Y 1],

wenn man beachtet, daB A als artinscher Ring vollstdndig im Sinne

der m-adischen Filtration ist. Dabeil seien CA und CB Cohenringe,

X ...,XS und Y ..,Yr Unbestimmte. Fir die Homomorphismen gelte

1’ 1"
q(Xi):Xi’ pA(Xi):Xi’ pB(Xi):Xi und pB(Yj):yj’ insbesondere sind

Py und Pp sur jektiv. Wir unterscheiden nun zwei Falle.



(i) Es sei char(A/m) (=char(B/n))= p> 0.
Dann sind CA und CB diskrete Bewertungsringe der Charakteristik O,
deren maximale Ideale von der Primzahl p erzeugt werden. Nun gilt
mk:(O) fiir ein gewisses k€N, damit pA(pk):O und pB(pk):O. Wir

erhalten ein kommutatives Diagramm lokaler Homomorphismen

A £ B
TpA k q TpB k
CA/(p )[[Xl""’xs]] ------------------------ >% /(p )[[% ,...,é ,% ,...,¥ 11.

Wir bemerken, daB C,/(p ) und CB/(p ) artinsche lokale Ringe mit
1(C,/ (p))= 1(C/(p*))= k sind.

(ii) Es sei char(A/m) (=char(B/n))= 0.
Dann sind CA und CB Korper der Charakteristik O.

Wir erhalten also in beiden Fdllen ein kommutatives Diagramm
f

A B
i o 175
RA[[Xl""’Xs]] ------------------------ >% [[% ,...,é ,% ,...,¥ 11,

wobei (RA,mA) und (RB,mB) artinsche lokale Ringe mit l(RA)Zl(RB)
sind, q (Xi):Xi’ pA(Xi):Xi’ pB(Xi):Xi und pB(Yj):yj gilt, p, und pp
sur jektiv sind, sowie g’ die Faser R_/m_[[Y ""’Yr]] hat.

B 1
A und B k&nnen nun mit Faktorringen der obigen Potenzreihenringe

identifiziert werden, mit I:= ker(pA) kommutiert folgendes Diagramm
A £ B
H (R
8 -
RA[[Xl"“’Xs]]/I B [[% R S SRR 4 11704 (1)) =:R .

Wir bemerken, dies ist ein Diagramm vom geforderten Typ und h’ ist

sur jektiv. h’ erzeugt eine Surjektion h’: R’ -~>B., damit einen Iso-

0 0 0

morphismus L:= RB/mBg Bo/nO der Restklassenkorper. (Hierbei
bezeichnet Rb die Faser von g’ (und q’).) hb ist also eine
kanonische Sur jektion L[[Yl""’yr]] ------ >BO und L tatsichlich ein
Koeffizientenkdrper von BO.
Wir versehen nun R, [[X,,...,X 1] mit der durch (X,,...,X ) defi-

A 1 s 1 s
nierten E’-Filtration, R_[I[X,,...,X ,Y,,...,Y 1] mit der durch

B 1 s’ 1 r

(Xl""’xs’yl""’yr) definierten E’’-Filtration (und Faktorringe

mit den entsprechenden Bildfiltrationen). Diese Filtrationen sind
koendlich, da RA und RB artinsch sind. Auf A wird tatsidchlich FA

induziert. Die Bildfiltration von FR’ auf B ist tatsidchlich FB s

insbesondere ist h’ ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe.

Wenden wir uns nunadem Homgmorphismus g’ A>R zu. Fi wird erzeugt

von allen Monomen X 1-...-X S mit (a,,...,a )eE’. Dies bedeutet
1 s 1 s d



(al,...,aS,O,...,O)GEa’ nach obiger Konstruktion und damit
=21 g d
X1 -...-XS GFR,. Folglich ist g’ ein Homomorphismus filtrierter

lokaler Ringe.

Wir untersuchen jetzt die Filtration FR’ auf sz L[[Yl""’yr]]'
d .
FR (1K . X Y. Y 1] wird von allen Monomen

B 1 s’ 1 r

al as bl br
X, o, ..aX 7Y Te. .. eY mit (a,,...,a )eE’, (b,,...,b )eE. und

1 s 1 r 1 s i 1 r J
i+j> d erzeugt. Beim Ubergang zur Faser verschwinden nur die Monome
mit alz...:aS:O nicht. Es glét aber é?,...,O)G EO\El’ das heif3t
F, wird von allen Monomen Y, 6 o...0eY mit (b,,...,b )€ E, und j>d
R 1 r 1 r J
erzeugt.
FR’ ist also die durch (Yl""’Yr) definierte E-Filtration.

Fur den Homomorphismus

q :RA[[Xl,...,XS]] ------ >RB[[X1,...,XS,Yl,...,Yr]]
mit der Faser sz L[[Yl""’yr]] gilt nun nach der Definition
von E’’.

a a b b
ordy, (x, Lo -XSS-Y L. -Yrr)
R[[X9 9X 9Y9 9Y]]
B 1 s’ 1 r
al as bl br
= ordF (X1 -...-XS )+ordF (Y1 -...-Yr )
R, [[X,, ,X 11 LILY,, ,Y 11
A 1 s 1 r

Nach dem folgenden Lemma (2.10) ist g’ tangential flach und damit
nach Basiswechsel auch g’.

Ist E endlich erzeugt, so ist nach (2.8.a) FR’ eine endlich

erzeugte Filtration und damit nach (2.8.c) gr (Rb) noethersch.

FR’

Setzt man nun R:= R’, so sind alle Behauptungeg erfillt, eventuell
mit Ausnahme der letzten. Wir betrachten also jetzt noch die Situa-
d d
. . . . , c _
tion, daB FB separiert ist. Dann gilt h (dngﬁ’)_ dgNFB (0),
wodurch wir folgendes kommutative Diagramm erhalten.

=: R .

Hierbei ist FR monomial in (Xl""’Xs’Y ""’Yr) und separiert,
daher stark separiert nach (1.15.b). p induziert einen
Isomorphismus gr(p): gr(R’)->gr(R), so daB mit g auch g:= pog
tangential flach ist.

Alle weiteren geforderten Eigenschaften iibertragen sich unmittelbar

aus der urspriinglichen Situation. (Wegen der obigen Faktorisierung



ist jedoch hier H# (0)€ L[[Y "Yr]] denkbar. )

10
Q.E.D.

Die folgende Aussage iber die tangentiale Flachheit konkreter Homo-

morphismen ist sehr einfach. Wir formulieren sie nur deshalb als

Lemma, weilil wir sie zweimal bendtigen, ndmlich fir

Proposition (2.9) und Satz (2.20).

(2.10) LEMMA

Seien (RA,mA) und (RB,mB) artinsche lokale Ringe mit l(RA)Zl(RB)
sowie f: A:= RA[[Xl""’Xs]] ------ >B: = RB[[Xl""’Xs’Yl""’Yr]] ein
Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe mit der Faser

B:=R_/m_[[Y ""’Yr]]' F. sei monomial in (Xl""’Xs)’ F

0 B B 1 A B
monomial in (X,,...,X ,Y,.,...,Y ) (und damit F monomial in
1 s’ 1 r BO
(Y,,...,Y )), wobei
1 r
al as bl br
ord_, (X, e...eX "eaY Te oY )
F 1 s 1 r
B
a1 aS b1 br
= ord_ (X, e...eX ")+ord (Y, o...0Y )
F 1 s F 1 r
A BO

gelte. Dann ist f:A->B tangential flach.
Bewe i s: Sei l(RA): l(RB):: 1 bezeichnet. Dann ergibt sich
fiir die Hilbertfunktionen, (wenn wir eine Multiindexschreibweise

benutzen)

HO(d)= 1 #{(a,b)eN>xN": ord. (Xx%e¥®)= 4}
B Fy

le #{(a,b)eNSxN": ord. (Xx*)+ord_ (YP)= d}

Fa g
0
d s a r b
= le ) (#{aeN”: ord_ (X“)= i}e #{beN : ord_ (Y )= d-i})
i F F
i=0 A B
0
d o 0
=) H,(i)eHy (d-1i)
i=0 0

Fir die assozilerten Potenzreihen gilt somit Hg:Hi-Hg

liefert %§:¢kﬂg , so daBR f ngch
Satz (1.8.ii) tangential flach ist. 0

Multiplikation mit

Q.E.D.

(2.11) DEFINITIONEN
Sei (A,FA) ein filtrierter lokaler Ring und M ein A-Modul. Unter

einer Filtration F, auf M verstehen wir hier eine Folge (FS)

M deZ
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von Teilmoduln von M mit

(a) Fo F*! fir alle dez,
M- M
d, " d, d+d,
. . . .
(b) FA FM < FM fiir beliebige dlem, dZGZ.

Ein filtrierter A-Modul ist ein Paar (M,FM), das aus einem
A-Modul M und einer Filtration FM auf M besteht.

Sei M ein filtrierter A-Modul. Dann wird die direkte Summe

d, _d+1

@

deZFM/FM
mit der Multiplikation mit Elementen aus grp (A)

A

(a mod F2+1)-(m mod FS +1):: (am mod Fﬁ+d +1)

s

fir aeFi, mGFS versehen, zu M assoziierter graduierter gr(A)-Modul

genannt und mit gr_ (M) oder gr(M) bezeichnet.

F
Es sei hervorgehobgn, daf3 wir hier, im Gegensatz zur Situation

filtrierter lokaler Ringe, die Indexmenge 7Z zulassen.

Wir wollen ein Kriterium beweisen, das die Eigenschaft eines
monomial filtrierten lokalen Rings, nur tangential flache Defor-
matuonen zu besitzen, mit Hilfe gewisser Normalenmoduln ausdriickt.
Wir beschdftigen uns daher nun mit einigen Konstruktionen, die mit
Normalenmoduln zusammenhdngen.

(2.12) DEFINITIONEN

Sei R ein Ring und T ein Ideal in R. Dann heiBt der R/I-Modul

N_:= Hom (1,R/T) (2 Hom _(1/1°,R/1))

Normalenmodul von 1.

Ist R ein filtrierter lokaler Ring, so fassen wir N_ stets als

I
filtrierten Modul auf beziglich der induzierten Filtration
d .
Fy i< (FNI)dGZ mit
é k k+d .
F. := {feN_: f(INF )< F +I/1 fir alle kelN}.
NI I R R

(Insbesondere ist es sinnvoll, den assoziierten graduierten Modul

gr(NI):: grp (NI) zu betrachten. )
N

Ist R:ngR(d% ein graduierter Ring und I:démI(d) ein endlich

erzeugtes homogenes Ideal, so ist NI in natiirlicher Weise ein

graduierter Modul, N.= @ N_(d) mit

T dezZ''1
NI(d): {feN f(I(k))E R(k+d)/I(k+d)}.

I:
Sei (BO,yO,E) ein monomial filtrierter lokaler Ring, wobei (B

0 "o’

einen Korper enthdlt und q)—adisch vollstdndig ist.
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Wir wdhlen einen Koeffizientenkorper %)/q):: LS B,. Sei dann

0
. _. . . . . . .
p: L[[Yl""’yr]] : RO _BO die kanonische Sur jektion mit Yik>yio
und IO deren Kern. RO wird mit der durch (Yl""’Yr) definierten

E-Filtration versehen.

Unter dem Normalenmodul NB von BO verstehen wir den
filtrierten Modul 0

N, := N_. = Hom. (I ,B.).
BO IO RO 0’0
Analog heif3st der graduierte Modul

Ho (gr(IO,RO),gr(BO))

N := N = m
gr(BO) gr(IO,RO) gr(RO)

Normalenmodul des assoziierten graduierten Rings von BO.

(2.13) BEMERKUNGEN

a) BO besitzt einen Koeffizientenkdrper L¢>BO nach [Mal,
Theorem 28. 3.

b) Die Normalenmoduln NB und Ngr(B ) sind bestimmt bis auf
(nicht kanonische) Isomorphie, die die Filtrationen bzw.
Graduierungen respektiert.

Bewelis: Seien L1C>BO und L2C>BO zwei Koeffizientenkdrper.

Standardiiberlegungen zu Koeffizientenkdrpern (und Diagrammen)

liefern ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen.
i p
1 1

1
0 To Ry =F Y oo ¥ Tl B >0
lq’ 12 lq P, ”
0 Lo By =% LY »oon Y 11 B >0

Dabei gilt pl(Yi):yiO’ pZ(Yi):yiO und q(Yi):Yi’ insbesondere ist g

sur jektiv. Wegen dlm(Ll[[Yl""’Yr]]): dlm(LZ[[Yl""’Yr]]): r

muB g sogar bijektiv sein, damit q ebenso.
Desweiteren ergibt sich q(Fd )= q(Fd
d R 0 RZO
q’ (1, NF )= 1, NF , 80 da% wir einen Isomorphismus
10 "R 20 R
< 10 20
q :N = Hom (I..,B.)—>N = Ho (1, ,B.)
Tog R,y 2000 1.7 "R 1070

filtrierter BO—Moduln erhalten.

), also

Weiterhin ergibt sich ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

gr(il) gr(pl)
Qe >gr(110l,ﬁ) ) >glli5R ) > T (B ) >0
er(q %r(i ) gr(q%r(pz) ”

wobei gr(q’) und gr(q) graduierte Isomorphismen sind.

Wir erhalten einen Isomorphismus
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(@)™ = H (gr(1 ), gr(B,))
griqa’ : gr(IZO Roo) Omgr(RZO) grilog Ryl 8r
HNgr(I ):Homgr(R )(gr(Ilo,Rlo),gr(BO))
10 10
graduierter gr(BO)—Moduln.
Q.E.D.
c) Ist N= 42 ZN(d) ein graduierter Modul iiber dem graduierten Ring
R_d®ZR(d) so schreiben wir im Folgenden
N(<k):= N/d®kN(d)

fiir k€Z. Dieser R-Modul ist liber R(0) Zu'dgkN(d) isomorph.

d) Die beiden folgenden Propositionen (2.14) und (2.17) geben
notwendige bzw. hinreichende Bedingungen fiir die tangentiale Flach-
heit aller kleinen Fortsetzungen einer gegebenen Deformation an.
Sie sind die wichtigsten Schritte auf dem Weg zu dem
angestrebten Kriterium.

Sei R ein Ring. Um unndtig viele Indizes zu vermeiden, werden wir
rR fir das von den Koordinaten von r= (rA)AGAE 1 R erzeugte Ideal
schreiben. Hierbeil ist A eine beliebige Indexmenge.

Ist ferner h= (hA)A N ® RE ﬂ R, so schreiben wir auch fir die
kanonische Verallgemelnerung ées Skalarprodukts <h, r>: z hArA .

€
Fir die Beweise werden mehrere Lemmata benttigt, die dﬁg\jeweils

im AnschlufR formulieren.
(2.14) PROPOSITION

filtrierter lokaler Ringe, wobei FR stark separiert ist,
und T ein Ideal in R, fir das der Ring B:=R/I flach ist iiber A.
Weiter sei teA\{0} ein Sockelelement (das heiBt tm= (0)).
Wir betrachten die folgenden Aussagen.

(ii) Fir jedes Ideal T° in R mit T+tR= T’ +tR impliziert die
Flachheit von B’:= R/I’ {iber A bereits die tangentiale Flachheit.
(iii) Es gilt gr(NI )(<—ordF (t))= 0.
Hierbei seil RO:: R/mg und IO:é IRO gesetzt.

Dann gilt (ii)>(iii).
Bewelis: Sel g ein Element des Normalenmoduls

NI = HomR (IO RO/IO) Wir widhlen eine Standardbasis

0 0 . . s s
ry= (rOA AeA ﬂARO von IO . (A ist eine beliebige Indexmenge. )
Sg= (SOA AeA ﬂ RO sei so gewdhlt, daR g(rbk): SHr mod %)

fir alle A€A gllt. Nach dem folgenden Lemma (2.15) ist i ein
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Erzeugendensystem von IO’ also rORO: IO und g wird durch die
Eigenschaft

< >)= < > {j =
gl hO’rO ) hO S mod IO fir alle hO (hOA)AeA AGARO

bereits bestimmt.
Aufgrund von Voraussetzung (ii) ist B=R/I tangential flach {liber A.

Damit existiert eine Anhebung r= (r,) TR von r_ zu einer
A aens reA 0

Standardbasis von I mit ordFR(rA): ordFR (rAO) fiir alle A€A.
Wir setzen r’:= r+tsg € [[ R (man beachte,otsO ist wohldefiniert,
A€EA

da t m annulliert) und I’:= r’R. Nach Lemma (2.16) ist B’:= R/T’
flach und damit nach (ii) tangential flach iiber A.
Im Ring B’:= R/I’ bestehen nun die Identititen

t.(SOA mod IO): —(rA mod I’) fiir alle Ae€A.

Satz (1.21) liefert, wenn man zur Vereinfachung e:= ordF (t) setzt,
A

e+ ord (s mod I_ )= ord (r. mod I’)
FRO/IO oA 0 FR/I’ A

A%

ord_, (r.)
FR A

= ordFR (rAO)
0

Sei nun XOG IOHF§ Nach dem folgenden Lemma (2.15) gibt es eine

Darstellung X <R Ty > mit hO (hOA)AeA AGARO und

>
ordFR (hOA)+OrdFR (rOA) k
0 0
fir alle AeA. Dieg liefert g(xo): g(<h0,r0>): <hO’SO> mod IO mit

> k-
ordFR (hOA)+ ordFR P (SOA mod IO) k-e
0 0 0

fiir alle A, woraus g(x Je Fk e+IO/IO folgt.

Wir haben FN :NI erhalten. Dieg ergibt unmittelbar gr(NI ) (<-e)=0.
IO 0 0
Q.E.D.

(2.15) LEMMA

Sei (R,M) ein filtrierter lokaler Ring, wobei F_ stark separiert

R
ist. Ferner sei I ein Ideal in R und r= (rA) AepS T R eine
Standardbasis von I. ASA
Dann gibt es flir jedes XGIOFE eine Darstellung x= <h,r> mit
_ > . _
h (hA)AGA A®AR und ordF (hA)+ordF (rA) k fir alle AeA
Insbesondere ist r ein Erzeugendensystem von I.

(k)

Bewelis: Wir bezeichnen mit I < IﬂFR das Ideal aus allen

den jenigen Elementen, die in der angegebenen Weise darstellbar
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sind.
Sei also XGIﬂFﬁ. Dann ist in(x)e gr(I,R)< gr(R) ein homogenes
Element mit deg(in(x))> k. Da nun in(r)= (1n(rA))A e ein Erzeugen-

densystem von gr(I,R) ist, gibt es eine Darstellung

in(x)= Y in(h,)e 1n(r ), wobei fiir alle AeA hAGR und
A€A A

deg(ln(h )+ deg(ln(r )J)> k, also ordF (h )+ ordF (r ) >k gilt,

sowie nur endlich viele hA von 0O verscﬁleden sind. Dles liefert
X= z hArA mod F§ 1, also XGI(k) und, wegen x€I und I(k)SI

R

AE

?k) InFk+1
R

Wir haben IﬂFﬁS I(k)+ IﬂFé fir 1= k+1 erhalten. Iterativ gewinnt
man diese Inklusion fir beliebig groBes 1€N. Daraus ergibt sich fur
beliebig groBe p,qeN InFESI(k)+(InF§)nMp und IHFESI(k)+Mq(InF§),
wenn man die starke Separiertheit und das Lemma vom Artin-Rees be-
nutzt. Beachtet man nun, daB3 die letzte Inklusion fir g>»1 trivialer-
weise eine Gleichheit ist, so liefert Nakayamas Lemma IﬂFﬁz I(k).

Q.E.D.

Das folgende Lemma ist eine bekannte Beschreibung der Deforma-
tionen erster Ordnung mit Hilfe des Normalenmoduls (vgl. [Ar],
Theorem 6.1), die wir in einer fiir uns bequemen Formulierung geben.

(2.16) LEMMA

Ringe mit der Faser RO:: R/mR. Weiter seien ein Element teA\{0}

mit tm= (0) und Systeme r,se [[ R gegeben. (A sei eine beliebige
AEA
Indexmenge. )
Wir nehmen an, B:= R/rR ist flach iiber A. (rR bezeichne das von den
Koordinaten von R erzeugte Ideal.)

Folgende Aussagen sind aquivalent.

(i) BS:: R/(r+ts)R ist flach iiber A.

(ii) Sg= (SOA)AGA:: (SA mod mR)A e definiert ein Element
|_ =

<hO r0> >(<hO SO> mod I ) des Normalenmoduls ng HomR (IO RO/IO)
von IO = rORO (Dabei sei Ty (r OA)AGA'_ r, mo mR) AeA gesetzt.)
B e we i s: Wir bemerken zundchst, SH definiert genau dann ein

@ < >= < >
Element von NIO, wenn fir alle hOGA ARO mit hO ro 0 hO’SO GrORO
gilt.
Sei r’:= r+ts. Nach dem lokalen Krlterlum der Flachheit ist B

genau dann flach iiber A, wenn Tor (B ,A/tA)=0 gilt. (Man beachte,
BS/tBsg B/tB ist flach {iber A/tA.) Durch Tensorieren der kurzen
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exakten Sequenz O—ér’R—éR—é%;—éo mit A/tA {iber A kann man diesen
Tor-Modul berechnen, wenn man beachtet, daB R A-flach ist.
Es ergibt sich, daB die Flachheit von BS Uber A dquvalent ist zu

tRNAr’R= tr’R .
mit A/m {iber A liefert, wenn man beachtet, dafl B A-flach ist, die

i i @ R mit < >= 0. h’e . ® R sei ei
Sei nun hO ein Element aus AGARO mit hO’rO 0. h GAGAR sei eine

Anhebung von h Dann gilt <h,r>e rRNmR= mrR. Esg gibt also ein

o
h”GAgAmR mit <h’)r>= <h)r> und danit <h,r>= 0, wenn man h:= h’-h’’
setzt. heAgAR ist offenbar ebenfalls eine Anhebung von hO'

Damit gilt <h,s>t= <h,r+ts>. Dieses Element liegt in tR und r’R,

also in tr’R= trR. Es gibt also ein ge R mit <h,s>t= <g,r>t,

@
AEA
das heifRt

<h,s>—<g,r> 0_:t.

R:

Weil R A-flach ist, gilt 0 :t= (OA:t)R: mR.

Es folgt <h, s>€ <g, r>+mRES §R+mR und <h0,so>€rORO.

(ii)>(i) Es ist

tRNr’RE tr’R
zu beweisen. Sei also <h,r’>€tR(Nr’R) mit heAgAR' Zundchst gilt
<h, r>= <h,r’>-t<h,s>€ tR, also, da R/rR A-flach ist,

<h,r>e tRNrR= trR. Es reicht also t<h,s>e trR(= tr’R) zu zeigen.

i = 1= ® . < ’>
Wir setzen hO (hOA)AeA (hh mod mR)AeAG AGARO Wegen <h,r’>€tR
i < >= ii < > . i
gilt dann hO’rO 0 und nach (ii) hO’SO GrORO Dies bedeutet
<h, s>€rR+mR und t<h, s>€trR.

Q.E.D.
(2.17) PROPOSITION

filtrierter lokaler Ringe, wobei FA und FR stark separiert sind

und grp (RO) ein noetherscher Ring ist, sowie I ein Ideal in R,
R
fir das %er Ring B:= R/I flach ist iUber A.

Weiter sei teAN{0} ein Sockelelement (das heiBt tm= (0)) mit der
Eigenschaft, daB B:= B/tB tangential flach ist Uber A= A/tA.

Es sei RO:: R/mR und IO:: IRO gesetzt.
Wir betrachten folgende Aussagen.
(<-ord. (t))=0.
(IO,RO) FA
(ii) Fiur jedes Ideal T° in R mit TI+tR= T’ +tR impliziert die

(i) Es gilt Ngr
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Flachheit von B’:= R/I’ {iber A bereits die tangentiale Flachheit.
Dann gilt (i)=>(ii).

Bewe i s: Wir nehmen an, der Ring B’ in Aussage (ii) ist flach
und zeigen seine tangentiale Flachheit iiber A. Dazu geniigt es nach-
zuweisen, das Ideal I’ in R geniigt der Bedingung (iii) von

Satz (1.24). Wir setzen

R:= R/tR, I:= IR= T R.

gr(IO,RO) ist endlich erzeugt, da gr(RO) noethersch ist. Sei also

rOGRg eine endliche Standardbasis von IO. Nun ist R tangential

Voraussetzung und B= (R/I)/t(R/I)= (R/tR)/I(R/tR)= R/I. Folglich

existiert eine Anhebung r von ry Zu einer Standardbasis von I mit

ord(ri): ord(rOi) fiir alle ie{1,...,n}. Die Koordinaten von i

erzeugen das Ideal IO nach Lemma (2.15). R ist A-flach wegen der

tangentialen Flachheit, B’=R/I’ nach Voraussetzung. Nach dem fol-

genden Lemma (2.18) liefert eine beliebige Anhebung von ry Zu einem

n-Tupel von Elementen aus I’ ein Erzeugendensystem von I’. Wir wih-

len die Anhebung r’ spezieller, so daBl sie sogar eine Anhebung von

r ist. Man kann r’ in der Gestalt

, n
r’= r+tso, SOGRO

mit

ord(ri): ord(?i): ord(rOi) fir alle i

schreiben. Man beachte hierbei, daB tsO ein wohldefiniertes Element
von Rn ist, da t das Ideal mR annulliert.

Sei e:= ordFA(t). Angenommen, wir kdnnen die Anhebung r’ und die
Zerlegung r’= r+tsO noch so wahlen, daB fir alle i

ord(sOi)> ord(rOi)—e (1)
gilt. Aus (1) folgt offenbar ord(r;): ord(rOi) fiir alle i, das
heiRt die Standardbasis ry von IO kann, wie es in Satz (1.24.1iii)
gefordert wird, angehoben werden zu einer Folge r’ von Elementen
aus I’ mit ord(r;): ord(rOi) fiir alle i. Der Ring B ist somit
tangential flach tUber A.

Wir nehmen jetzt an, (1) gilt nicht und wdhlen eine mdglichst
kleine ganze Zahl m mit

ord(sOi)> ord(rOi)—m

fir alle i€{1,...,n}. Dann gilt m>e. Zum Beweis der Implikation
(i)>(ii) reicht es aus, wenn wir in dieser Situation zeigen, die

Zerlegung r’= r+ts_ kann durch eine andere Zerlegung dieser Art mit

0
kleinerem m ersetzt werden.
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Wir verwenden folgende Bezeichnungen.

d(i):= ord(r_..) fur alle 1
01

S .= g 4 (Fd(l)—m+1 d(n)-m+1

1= R
0 0 RO RO

. _ . n
in(rg):= (inlro; )00y < 87U Ry)

Wir werden zeigen, das n-Tupel SO von Elementen aus gr(RO)

Je gr(r)"

definiert ein Element

< i > < >

Ho,ln(ro) B HO,SO mod gr(IO,RO) (2)
des Normalenmoduls

Ho (gr(IO,RO),gr(RO)/gr(IO,RO)).

N = m
gr(IO,RO) gr(RO)

Man beachte, da rO eine Standardbasis von IO ist, kann man jedes

Element von gr(IO,RO) in der Gestalt <H ,in(r0)> schreiben mit

0

einem n-Tupel H_ von Elementen aus gr(RO).

0
Das Element (2) ist, falls es existiert, homogen, denn es gilt
deg(SOi)—deg(ln(rOi))= -m

fiir alle i. Nach Voraussetzung (i) muB es also Null sein, das heifRt

die Koordinaten von S_ miissen in gr(IO,RO) liegen. Da r,. eine

0 0
Standardbasis von IO ist, existiert eine Matrix A mit Elementen
aus RO derart, daB fir
P = —< >
SO SO A,ro
gilt:
ord(s’.)> d(i)-m+1
0i
= ord(r..,)-(m-1) fiir alle i.
0i
Aus des Zerlegung r’= r+tsO erhalten wir r’= r+t<A,rO>+tsb, also
r’’:= <E-tA, r’>= r+tsb.

Offenbar gilt (r’’ mod tR")= (<E,r’> mod tR™)= (r’ mod tR™). r’’
ist also eine weitere Anhebung von r. Fir alle i gilt ri’e r’R= 1,
gso daB r’’ eine Anhebung von r zu einem Erzeugendensystem von I’
ist.

Die zur Zerlegung r’’= r+tsb gehdrige ganze Zahl m ist um mindes-
tens 1 kleiner als bei der gegebenen Zerlegung von r’.

Der Beweis der tangentialen Flachheit von B’ {iber A ist damit
zuriickgefithrt auf die Existenz des Homomorphismus (2). Wir haben zu

zeigen, fir jedes n-Tupel H, von Elementen aus gr(RO) mit

0
<HO,1n(rO)>: 0 gilt <HO,SO>€ gr(IO,RO). Sei HO ein derartiges
n-Tupel. Wir konnen annehmen, die Relation <Hb,in(r0)>:O ist
homogen, das heif3t es gilt
deg(HOi)+deg(1n(rOi)): d fiir alle i (3)

mit einer nichtnegativen ganzen Zahl d.
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Nun ist (R,M) tangential flach iiber (A,m). Daher gilt

gr(RO): gr(ﬁyﬁﬁjz gr(ﬁj/gr(th}gr(R). Die Relation <Ho,in(r0)>: 0
in gr(RO) kann man also auffassen als eine Relation modulo

= = — P S — - n
gr(m,A)gr(R) von in(r)= (1n(ri))i€{1’...’n}€ gr(I,R) .

Weiterhin gilt gr(B)= gr(R)/gr(1,R)= gr(R)/in(r)gr(R). Da dieser
Ring flach ist Uber gr(X), sind wir in der Situation von Lemma

(2.19). Die obige Relation kann also angehoben werden zu einer

Relation von in(r).
Es gibt ein n-Tupel HGgr(R)n von homogenen Elementen mit

<H, in(r)>= 0 mod gr(tR,R) und HO: (H mod gr(m,A)gr(R)n),

wobei in(r):= (in(ri))i € gr(R)n bedeute. Wir wihlen ein

€{1,...,n}

n-Tupel heR” mit in(h)= (in(hi))i = H. Dann gilt

d+1 €{1,...,n} . ) .
<h,r>€FR +tR, und wegen ord(ri): ord(rOi) und (3) ist fiir alle i

ord(h, )+ord(r,)> d. (4)
i’ i

Nun ist r eine Standardbasis von I. Es gibt deshalb nach Lemma
(2.15) ein n-Tupel h’'erR™ mit <h,r>= <h)r> mod tR und
ord(h;)+ord(ri)> d+1 (5)
fiir alle i. Man beachte, es ist ord(ri): ord(ri).

Wir wdhlen ein Element XOGRO mit <h-h)r>= txo. Wegen

ordF (txo): ordF (<h-h;r>)> d und der tangentialen Flachheit von

R iiber A gilt nagh Satz (1.21)

> d- -m.
ordF (XO) d-e> d-m (6)
RO

In der Kongruenz modulo tR von (5) kann man r durch r’ ersetzen,
das heif3t es gilt

<h-h,r’>= 0 mod tR.
Nun ist B’= R/r’R flach iUber A, so daB wir in der Situation von
Lemma (2.19) sind. Die obige Relation kommt von einer Relation von
r’ in R, das heiBt es gibt ein n-Tupel ybeRg mit

<h—h’+ty0,r’>: 0.
Das bedeutet, wenn wir den Ubergang zu den Restklassen modulo mR

durch einen Index ”0” kennzeichnen,

0= <h—h:r’>+t<y0,r0>

<h-h)r>+<h-h) ts >+t<y0,r0>

0

t(x0+<h0—h0,s0>+<y0,r0>).

Die Multiplikation mit t in A hat den Kern m, das heif3t A/m— EéA ist

injektiv. Da R A-flach ist, ist auch R/mR— EéR injektiv.
Es gilt also sogar x0+<h —ho,so>+<y0,r0>: 0 und damit
I

0
< >—<h’ >+x € = )
h_ ,s h',s bl r RO 0

0’0 0’0 0 0
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Durch Ubergang zu einer geeigneten Anfangsform wird sich daraus

die zu beweisende Relation <H >€gr(IO,RO) ergeben. Um das zu

O’SO
sehen, schdtzen wir zundchst die Ordnungen der einzelnen Glieder
in dem obigen Ausdruck ab. Es gilt fir alle i

> —
ord(hOi)+ord(sOi) ord(hOi)+ord(rOi) m

> ord(hi)+ord(ri)—m

d-m (nach (4)),

A%

s 2 s —
ord(hOi)+ord(sOi) ord(hOi)+ord(rOi) m

ord(h’)+ord(r.)-m
i i

A%

A%

d+1-m (nach (5)).

Die Ordnung von <hO’SO> ist demnach mindestens d-m und die der

beiden anderen Glieder sogar noch groBer (wegen der Ordnung von

X siehe (6)). Es folgt

d-m+1
<h0,so>+FRO Ggr(IO,RO).
Dies ist aber gerade die zu beweisende Relation <HO,SO>€gr(IO,RO),
denn
Ho=ho+Edd(W*t o pdmd(n)+1, (vgl. (3))
0 0 R(8 R(8
S,= sO+(Fg 1)_m+1,...,Fg n)-m+ly
0 0
Q.E.D

(2.18) LEMMA

Ringe. T sei ein Ideal in B derart, daf3 B/I ebenfalls A-flach ist.
Dann liefert eine beliebige Anhebung eines Erzeugendensystems des
Ideals IO:: IBO in BO:: B/mB zu einer Menge von Elementen aus I ein
Erzeugendensystem von I.

Bewedis: Da B/T A-flach ist, ist (mC>A)®AB/I injektiv. Die
linke Seite liefert m®AB/I: m®AB®BB/I: mB®BB/I: mB/mI, die

rechte B/I. Daher bedeutet die Injektivitdt INmB= mI. Nun gilt

IO: I+mB/mB= I/INmB= I/mI. Die Anhebung des Erzeugendensystems
erzeugt also ein Teilideal J€ T mit J+mI= I. Nakayamas Lemma
liefert I= J.

Q.E.D.
(2.19) LEMMA

daB R/J A-flach ist. re R sei ein Erzeugendensystem von J.

Ferner seien I ein Ideal in A und ae€ Rn ein Vektor mit <a,r>e IR.
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Dann gibt es einen Vektor a’e R™ mit a;E a. mod IR fir alle
ie {1,...,n} und <a)r>= 0.

Beweis: Die exakte Sequenz 0— J—>R—>R/J—>0 liefert beim

Folglich gilt TRNJ= IJ. Wir haben also sogar <a,r>€ IJ erhalten,
das heiBt es gibt eine Darstellung <a,r>= <a,r> mit ae (1IR) "

Man kann a’:= a-a setzen.

Q.E.D.

Wir kommen nun zur angekiindigten Charakterisierung der monomial
filtrierten lokalen Ringe, die nur tangential flache Deformationen
besitzen. Diese betrachten wir als das Hauptergebnis der vorlie-
genden Arbeit.

(2.20) SATZ

Sei (BO,yO,E) ein monomial filtrierter lokaler Ring, der einen
Koérper enthdlt. Wir betrachten folgende Aussagen.

. . A 1=
(i) FEs gilt Ngr(BO)(< 1)= 0.

(ii) (BO,yO,E) hat nur tangential flache Deformationen.

(iii) Es gilt gr(NBA)(<—1)= 0.
0
Ist dann E separiert filtrierend, so gilt (ii)=>(iii)
Ist E sogar endlich erzeugt, so gilt (i)=>(ii).
Bewedis: (i)>(ii) Sei f: (A,m)-> (B,n) eine Deformation von BO.
Wir haben zu zeigen, f ist tangential flach.
N

F A(B ) ist dafiir hinreichend, daB der induzierte
N N

Homomorphismus f :A—>B tangential flach ist. f 1ist flach, da

AN

B flach itiber B ist, und geniigt auch den weiteren Bedingungen aus

Wegen gr_ (B)g gr
F A

Definition (2.5.a). (Dies folgt bei (i) und (ii) unmittelbar aus

N
deren Konstruktion, (iii) ergibt sich aus gr(B/FlB)g gr((B/FlB) )
A A A A A

gr(B /FiB )J.) Damit ist f eine Deformation von BO.

Wir konnen also annehmen, daf3 B n-adisch vollstandig ist.

Fiir die tangentiale Flachheit von f ist nach Folgerung (1.12.11i)

hinreichend, daf3 die Homomorphismen f@AA/FZ:A/Fi ------ >EbTiB filtrierter

lokaler Ringe tangential flach sind fiir alle deN\{0}. Diese sind
flach nach Basiswechsel und geniigen auch den weiteren Bedingungen
aus Definition (2.5.a). (Man beachte hierbei insbesondere, daf mit

FB auch FB/FdB relative E-Filtration beziiglich Yo ist.) Sie sind

also Deforma%ionen von BO. Es sei bemerkt, daB mit B auch B/FiB im

Sinne der kanonischen Filtration vollstandig ist und daf A/Fi
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artinsch und separiert ist.
Wir konnen also annehmen, dafs B n-adisch vollstdndig und A artinsch
und (stark) separiert ist.

Un die tangentiale Flachheit von f:A—B zu beweisen, zeigen wir
die tangentiale Flachheit von f®AA/J: A/J—B/JB flir alle Ideale 1
in A per Induktion nach der Linge 1:= 1(A/J).

Im Falle 1= 1 ist A/J ein Korper, also f®AA/J trivialerweise
tangential flach.

Sei jetzt 1> 1. Wir unterscheiden zweil Falle.

(a) Es gilt F.\ = (0).

A/T
Dies bedeutet FA(A/J): (0), also Flg J. f®AA/J: A/J—->B/JB entsteht
also durch Basiswechsel aus f®AA/FA: A/Fi ------ >B/F1B, was laut Voraus-

setzung tangential flach ist.

. 1
(b) Es gilt Fo (0).

Nach dem folgenden Lemma (2.21) existiert ein von Null verschie-

denes Sockelelement t in A/J mit te FAiJ . Nach Induktionsvoraus-

setzung ist der Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe

f®AA/J®A/J(A/J)/t(A/J)= f®AA/(J+tA): A/ (J+tA)—>B/(J+tA)B

tangential flach.

Da FA/J stark separiert und E eine separiert filtrierende Familie

ist, ist auch die relative E-Filtration FB/JB stark separiert
nach Lemma (2.4.v).
Nach Proposition (2.9) existiert ein kommutatives Diagramm von

Homomorphismen filtrierter lokaler Ringe

A/ Jmrmmmre >B/JB
\\
g\, //ﬁ
R ,
wobei g tangential flach, h surjektiv und FB/JB die Bildfiltration
von FR ist. Da E endlich erzeugt ist, ist hierbei g (RO)
R

(mit RO::R/mR) noethersch. Desweiteren kann FR stark sgpariert
gewdahlt werden.

Damit sind wir in der Situation von Proposition (2.17).

Mit I:= ker(h) gilt nun B/JB2 R/I und damit ng (R/1)/m(R/T1)=
(R/mR)/T1(R/mR)= R _ /1 T. ist also der Kern des von h induzierten

00 R
Homomorphismus ho: RO ------ >%Q. Dieser kann als eine kanonische Sur jek-
tion L[[Yl""’yr]]/H ------ >BO gewdhlt werden. Sei K/H= %). Damit gilt
N (<-ord (t))=N (<-ord (t))
gr(IO,RO) FA/I gr(K/H,L[[Yl,...,Yr]]/H) FA/I
C <—
S Ngr,Lity,, ...,y 1) <ordp (8D

177" 'r A/T
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=N N (<-ord (t))
gr(BO) FA/I
cN__ N<-1)
gr(BO)
=0 .
Man beachte, te FAiI hat mindestens die Ordnung 1. Ferner sind das
folgende Lemma (2.22), die Definition von Ngr(BA) und die Voraus-
0

setzung (ii) benutzt worden.
Nach Proposition (2.17) ist f®AA/J: A/J—B/JB auch im 2. Fall
tangential flach.
Die Behauptung ist bewiesen.
(ii)é(iii) Wir nehmen an, Aussage (iii) wiAre falsch.

Sei LC>BO ein Koeffizientenkdrper. Wir setzen

2
A= LI[t11/(t7) ,
A 2 A
= z A® .
B BO[[t]]/(t )2 A LBO
Die kanonische Abbildung f:A->B ist offenbar ein lokaler Homomor-

AN
phismus lokaler Ringe mit der Faser BO und nach Basiswechsel flach.

t ist ein Sockelelement von A. Mit R:= L[[Yl,...,Yr,t]]/(tZ) exis—
tiert nun ein kommutatives Diagramm von lokalen Homomorphismen

lokaler Ringe

VS S— >B
\\ 7
g\, //ﬁ
R .
Hierbei gelte g(t)= t und h(t)= t, g induziere die Identiték von L
und h induziere die kanonische S%{jektion L[[Yl’ Y 11— iBO(C>B),

korper und es gilt Yik>ybi fir alle 1i).

Insbesondere ist h sur jektiv.

Wir definieren nun eine filtrierende Familie E’ mit EaS Nr+1 fir
alle deN durch

(al,...,ar,a)e Ea & Hiem:(al,...,ar)e Ei,a+i>d )

Trivialerweise ist mit E auch E’ koendlich filtrierend.

Wir wollen nun zeigen, daB FE auch separiert filtrierend ist.

Sei keN vorgegeben. Dann existiert ein deN derart, daf

(a,,...,a )e E— a, +...+a > k liefert, denn E ist separiert
1 r d 1 ro T
filtrierend. Sei nun (al,...,ar,a)e Ea mit d:= d+k. Dann muB a>k
______ .. >
oder (al,...,ar)e Ed’ also in jedem Falle a1+...+ar+a k gelten

Dies war zu zeigen.

Wir versehen nun R mit der durch (Yl""’Yr’t) definierten E’ -

Filtration und B mit der durch (y01,...,y0r,t) definierten E’ -

Filtration. FA sei die kanonische Filtration, das heiBt es gelte
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1 d
= = i > 2.
FA (t) und FA (0) fur 4> 2
Dann ist FB die Bildfiltration von FR; f,g und h sind Homo-

morphismen filtrierter lokaler Ringe.

Seien nun A:= L[[t]] mit der kanonischen Filtration F— und

A
Ri= LI[Y,,...,Y ,t]] mit der durch (Y,,...,Y ,t) definierten
E’-Filtration Fz versehen und-g:x;éﬁ-die kanonische Abbildung.

R
Offenbar ist g ein Homomorphismus filtrierter lokaler Ringe.

Wir wollen mittels Lemma (2.10) zeigen, daﬁ-g tangential flach ist.

Untersuchen wir also die Filtration F auf der Faser von g

d R 1 r ,a
R=LI[[Y,,...,Y ]]. F=~ wird von allen %onomen Y, e...eY et mit
0 1 r R 1 r
(al,...,ar)e Ei und i+a> d erzeugt. Beim Ubergang zur Faser ver-
schwinden nur d%e Monomg mit a=0 nicht, das heifRt FR wird von
allen Monomen Y1 -...-Yrr mit (al,...,ar)e Ei und 128 erzeugt.
FR ist also die durch (Yl""’Yr) definierte E-Filtration.
Nach der Definition von E’ gilt nun
al ar a a al ar
ord_, (Y, eo...eY et )= ord_ (t )+ ord (Y “o...eY )
Fo- 1 r F- F 1 r
R A RO

Damit ist g tangential flach und nach Basiswechsel auch g.

Wir sind also in der Situation von Proposition (2.14).

N
Mit T:= ker(h) gilt B2 R/I und damit Bog (R/T)/t(R/1)=
(R/tR)/I(R/tR)= RO/IO. IO ist also der Kern des von h induzierten
N
Homomorphismus hO:RO ------ >Eb. Dieser ist jedoch die kanonische Sur-
N
jektion L[[Yl""’yr]] ------ >Eb. Nach unserer Annahme gilt
(0)# gr (NN (<-1)
B
0
= gr(N_ )(<-ord_ (t))
IO FA
Proposition (2.14) liefert nun ein Ideal I’ in R derart, daB
N

f’: A—>R/T’=: B ebenfalls die Faser BO hat, flach aber nicht
tangential flach ist. Nach unserer Konstruktion ist FB, eine
relative E-Filtration beziiglich Yo tiber EA' Wegen Ei: m= (t) ist
f’®AA/Fi tangential flach. f’ ist also eine Deformation von BO’
die nicht tangential flach ist.

Daher ist Aussage (ii) falsch. Wir haben einen Widerspruch

erhalten.
Q.E.D.
(2.21) LEMMA
Sei (A,m) ein artinscher lokaler Ring, Soc(A):= Ann(m) dessen

Sockel. T sei ein von Null verschiedenes Ideal in A. Dann gilt
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INSoc(A)# (0)

Bewe i s: Sei (O):MOCM1C...CM1:I eine Kompositionsreihe von I

als A-Modul. Es gilt lig M Das Lemma von Nakayama liefert

1
lic Ml’ so daB wegen l(Ml): 1 liz (0) gelten muB. Es ergibt sich
(0)# Mlg INSoc (A).

Q.E.D.

(2.22) LEMMA

Seien R ein filtrierter lokaler Ring und K€ H zwei Ideale in R.
Dann existiert (in kanonischer Weise) ein graduierter Mono-
morphismus

Ngr(H/K,R/K)C> Ngr(H,R)
B e we is: Wir berechnen beide Normalenmoduln. Zundchst gilt
(gr(H,R),gr(R)/gr(H,R))
(gr (H,R), gr (R/H))

Homgr(R)

om
gr(R)
gr(H/K,R/K) ist der Kern der kanonischen Sur jektion

Ngr(H,R):
= H

gr(R/K)—* gr(R/H), also von gr(R)/gr(K,R)—* gr(R)/gr(H,R). Folglich
gilt gr(H/K,R/K)= gr(H,R)/gr(K,R). Es ergibt sich

(gr (H/K,R/K), gr(R/K)/gr (H/K,R/K) )
(gr(H,R)/gr(K,R), gr(R/H))

Hom, . (r/K)

mgr(R)/gr(K,R)
Dies liefert die Behauptung.

Nor (K, RK)™
= Ho

Q.E.D.
(2.23) KONVENTION
Seien L ein Kdrper, X ,...,X Unbestimmte, R := L[[X ,...,X 11,

1 r 0 1 r
IO ein Ideal in RO und BO:: L[[Xl""’xr]]/IO' Ferner sei F eine
(in (Xl""’xr) monomiale) Filtration auf RO. Wir werden im Folgen-—

den der Einfachheit halber die Formulierung benutzen,

BO hat mit der Filtration F nur tangential flache Deformationen.
Dies soll bedeuten, der monomial filtrierte lokale Ring (BO,Q;E)
hat nur tangential flache Deformationen. Hierbeil seien

Xi= (X,,...,X ) mit X,:= (X, mod T.)

r i i 0
und E die durch F und (Xl""’xr) definierte filtrierende Familie.

(vgl. Beispiel (1.4.b))

(2.24) BEMERKUNGEN
Unser Satz (2.20) verallgemeinert Theorem (2.5) der Arbeit [He-1].
Dort werden, ibersetzt in die Sprache der vorliegenden Arbeit,

filtrierte lokale Ringe (BO,yO,E) betrachtet, bei denen
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r
= . >
Ed {(al,...,ar)em : a1+...+ar d}

gilt, BO also mit der kanonischen Filtration versehen ist. Als

Deformationen werden nur solche Homomorphismen f: (A,m)— (B,n)

filtrierter lokaler Ringe zugelassen, beil denen FA (und damit

auch FB) die kanonische Filtration ist. In dieser Situation werden
dann die Implikationen (i)>(ii)=>(iii) gezeigt, die wir verallge-
meinert haben.

In [He-1] wurde fiir eine Reihe lokaler Ringe BO:: R,O/IO mit

RO:: L[[Xl""’xr]] gezeigt, daB sie, im Sinne jener Arbeit,

nur tangential flache Deformationen besitzen. Dazu wurde jeweils

Ngr(I R )(<—1): (0) nachgerechnet. Laut Satz (2.20) bedeutet dies,

BO hag m?t der kanonischen Filtration auf RO nur tangential flache

Deformationen (vgl. Konvention (2.23)). Das ist eine etwas allge-
meinere Aussage als bei [He-1], da hier auch Deformationen

f: (A,m)—> (B,n), bei denen FA nicht die kanonische Filtration ist,

zuldssig sind.

Dies betrifft, neben vielen anderen, die lokalen Ringe

B,:= LIIX,Y,Z11/(x°,¥°,2°,X°Y,v°2,2°X) und

B = LIIX,Y,Z11/ (X" +YZ, Y*+XZ, XY)

(vgl. [He-1]1, Examples (2.7), (2.8)) und iibrigens auch den Fall,
daf3 BO regular ist.

Es bleibt die Frage nach der Nitzlichkeit unseres Satzes (2.20).
Wir wollen darauf im letzten Abschnitt der Arbeit eingehen.

Es wird sich herausstellen, daB er dazu benutzt werden kann,

fir bestimmte Singularitdten die Glltigkeit von Lech- Hironaka-
Ungleichungen (vgl. Bemerkung (3.1) weiter unten in dieser Arbeit)

Zu zeigen.

Wir konstruieren nun Beispiele lokaler Ringe BO:: RO/IO mit
RO:: LI[X,Y,Z2]], die mit gewissen (nicht kanonischen) Filtrationen
auf RO nur tangential flache Deformationen besitzen.

Wir hoffen, es wird schon hier klar, daf3 diese Beispiele nicht
Ubermafig kinstlich konstruiert sind, sondern daf3 im Gegenteil

sehr viele davon existieren.

(2.25) BEISPIEL

. _ . L L 2 2
Es sei BO.— RO/IO mit RO.— LI[X,Y,Z]] und IO.— (X7,XY,Z27).
F sei die (X,Y,Z )-adische Filtration auf RO.
Dann hat BO mit F nur tangential flache Deformationen.

(vgl. Beispiel (1.25))
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Beweis: Wir haben N (<=1)= 0 zu zeigen. Offenbar gilt
gr(BO)

gr(RO)g L[X,Y,Z] als L-Vektorraum, aber fiir die Multiplikation

a,*ta, by+b, ¢+,

a, b, c, a,b,c, [ X Y Z falls (%) gilt
X Y Z eX 7Y Tz 7=
v O sonst
mit
a,+a, b,+b_ c, +c a, b, c a, b, c

(x) ord (x ' 2y D %2 A ora x v 'z Mw ora x v P2 )

Da F mit der durch (X,Y,Z) definierten qCFlltratlon m1t q— (1,1 50
4

Ulbereinstimmt, vereinfacht sich (%) zu { ----------------------------- imJ ----- -gJ ------- , also

(+) {mm7}+ {?MJ}< 1.

Es ergibt sich (siehe Beispiel (1.25)), daRB (XZ,XY,ZZ) eine
Standardbasis von IO bildet, also XZ,XY,ZZG gr(IO,RO)S gr(RO)

das Tdeal gr(I ) erzeugen.

0’ O
Es gilt deg(XZ)— deg(XY)= 2 und deg(Z J= 1. Die homogenen Elemente
von Ngr(B ) des Grades d sind somit gegeben durch Tripel G von
homogenenOPolynomen Gl’GZ’G3 mit deg(Gl): deg(GZ): d+2 und

deg(G )= d+1, fiir die die Implikation

<R,F>=0> <R, G>e gr(I R )
besteht. Hierbei sei F— (X2 XY, Z Je gr(R ) R ein beliebiges
Tripel mit Koordinaten aus gr(RO) und alle Grade (und der Begriff
“homogen”) sind im Sinne der kanonischen Graduierung von gr(RO) zu
verstehen. Es reicht somit zu zeigen, daB jedes solches Tripel G
mit deg(Gl): deg(GZ): 0 und G3: 0 verschwindet. Eine Kurzfassung
des Beweises dieser Aussage ist in der folgenden Tabelle enthalten,
die wir hier erldutern werden. Ahnliche Tabellen werden wir im

Folgenden hdufig, und im allgemeinen mit nur wenigen Kommentaren

versehen, benutzen.

Erzeugende F X2 XY 22

eine Syzygie R Y -X

N (<-1) G A+A_Z B, +B.Z O
r(BO) 01 2 01 2

Die Polynome in der ersten Zeile der Tabelle sind die Erzeugenden
Fi des Ideals gr(IO,RO). Darunter stehen Syzygien der Fi’ die fur
den Beweis bendtigt werden. Es sei bemerkt, daf dies Syzygien im
Sinne der Multiplikation in gr(RO) sind. Die Angaben darunter
beschreiben den Verlauf des Beweises.

Wir haben die allgemeine Form homogener Polynome vom Grad O in
gr(RO) angesetzt. Dabei ist Ai’BieL fiir alle i. Damit gilt

<R, G>= A1Y+A2YZ—B1X—B2XZ. Man beachte auch hier, daB die Produkte
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im Sinne von gr(R ) gebildet worden 51nd Die Elemente Y, YZ, X und
X7 des Faktorrings LI[X,Y, Z]/(X XY, Z ) sind nun L-linear unab-
hangig. Die Annahme
2 2
A Y+AYZ-B X-B XZe gr(IO,RO)— (X7, XY,Z27)
liefert also

Q.E.D
(2.26) BEISPIEL
Es sei BO RogIO m;t RO:: é[[XéY,Z]]Zugd
IO:Z (X7YZ+ XY Z XYZ+ XYZ XYZ- Y Z7).
F sei die (X,Y,Z2) —adische Filtration auf RO.
Dann hat B, mit F nur tangential flache Deformationen.

0

Bewe i s: Wir zeigen N (<-1)= 0. Es gilt gr(R J2 1L[X,Y,Z]

r(B,)
als L-Vektorraum, fiur die Mul%lpllkatlon Jjedoch
a,+a, b, +b_ c, +c
a, b, c b (177271 271 2 .
% 1Y 12 1, % 2Y 2Z 2_ { X Y z falls (+) gilt
Lo sonst
Hierbei ergibt sich fiir die Bedingung (+)
(a1+b *cy ra +b2 2\
() b S
\ J
denn F stimmt mit der durch (X,Y,Z) definierten g-Filtration mit
q= (%-énlm) ubereln
2 % 2 2 2.2

XYZ+ XY77Z, X YZ+ XYZ©, X'YZ- Y 7€ gr(RO) sind homogene Elemente
vom Grade 2. Die Exponentensumme in jedem auftretenden Monom ist
gerade, so daB Produkte mit ihnen wie in RO gebildet werden. Wir

haben es folglich bereits mit einem Erzeugendensystem von gr(I ,RO)

0
zu tun.
Far N (B )(<—1) ergibt sich folgende Tabelle.
Erzeugende F XZYZ+ XYZZ XZYZ+ XYZ2 XZYZ— Y222
Grad 2 2 2
einige Syzygien R1 XZ -YZ -XZ
R 22 -XZ XZ
2
<_
N r(BO)( 1) G A1+B1X+C1Y+D12 A2+B2X+C2Y+DZZ A3+B3X+C3Y+D3Z
Man beachte, die homogenen Elemente von Ngr(B ) des Grades -2 sind
0

gegeben durch Tripel G, deren Koordinaten homogen vom Grad O sind.
Deren allgemeine Form haben wir angesetzt.

Die Syzygie R1 liefert nun A2 C2 D2 0, die Syzygie R2 A1 C1 D1 =0.

Jetzt sichert R1 A3:D3:O und R2 C3—O. Mit Syzygie R1 erhalten wir
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B2:O und mit R2 B1:O. SchlieRlich liefert R1 oder R2 B3:O.

Wir haben N (<-1)= 0 erhalten.
gr(BO)

Q.E.D.
Man kénnte meinen, daf sich beide Syzygien R1 und 32 durch ”Divi-
gion durch Z” vereinfachen lassen. Dies liefert zwar tatsichlich

Syzygien von F, doch sind diese fiir den Beweis von N (<-1)=10

r(B.)
nicht geeignet, da sie sich beziglich der Multiplikatlonoln gr(RO)

zu unglinstig verhalten.

Der Satz (2.20) liefert fiir die tangentiale Flachheit aller Defor-
mationen eines monomial filtrierten lokalen Rings eine notwendige
und eine hinreichende Bedingung. Das folgende Beispiel (2.27)
zeigt, daB diese im allgemeinen verschieden sind, der Satz also
versagen kann.

(2.27) BEISPIEL

Es sei BO::RO/I mit RO:Z LI[X,Y,Z]] und IO:Z (XZ,XY,XZ,YZ,YZ,Z3).
F sei die (X,Y,Z )-adische Filtration auf RO. Dann gilt

Ngr(IO’RO)(<—1)# 0 , aber
gr(NIO)(<—1): 0.

Bewelis: Zeigen wir zuerst N (<-1)# 0. Es gilt

(I )
gr(RO)g L[X,Y,Z] als L- Vektorraum fur %1e Multiplikation jedoch

{ a,+a, b1+b2 ¢, *c, (C\ (Cx

a; by c b X v z falls {mmj}+ {MMJ}< 1

x ly 17 tox 2Y 22 2= 4
Lo sonst

(vgl. Beispiele (1.25) und (2.25))
gr(IO,RO) wird von allen Anfangsformen der Elemente aus IO erzeugt,

damit von allen Monomen, die im Sinne von RO Vielfache von XZ,XY,

XZ,YZ,YZ oder Z3 sind. Um zu Vielfachen im Sinne von gr(RO) ilber-

gehen zu kodnnen, ist jedes dieser Monome vom Typ XaYbZC mit ungera-

dem c¢ durch das Paar, bestehend aus XaYbZ und XaYbZC+1, zu erset-

zen. gr(I ) wird also von X2 XY, X7, XZ2 Y2 YZ, YZ2 Z3 Z4€ gr(R )

0’ O
erzeugt. Wir erhalten folgende Tabelle.

Lfd. Nummer i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Standardbasis Fi X2 XY XZ X22 Y2 YZ Y22 Z3 Z4
Grad 2 2 1 2 2 1 2

Syzygien Rji

ein Element von G, 0 0 0 0 0 0 0 0 Z

N (<-1)
gr(IO,RO)
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Wir haben zu zeigen, dafB3 fir alle Syzygien Ej von F das entspre-
chende Skalarprodukt <Rj’G>: Rjgoz in gr(IO,RO) liegt. Ist nun
x2YPz® ein Monom mit a+b+c> 2, so hat das Produkt X°YPzZCeZ eine
Exponentensumme von mindestens 3 oder es verschwindet. In beiden
Fallen gilt offenbar Y7 eze gr(1 ,R ). Ferner liegen X+Z= XZ,
YeZ= YZ und ZeZ= 0 in gr(IO,RO). Es bleibt also nur der Fall zu

betrachten, dafs das Polynom R,. ein von Null verschiedenes Absolut-

Jjo
glied C enthdlt. R.jgoF9 enthdlt somit den Summanden CZ%. Wegen
9
0= <R.,F>= ) R, oF,
S

und der speziellen Wahl der Monome Fi ist dies aber nicht mdglich.

(Man beachte hierbei insbesondere, dafB Z-F8: Z-Z3: 0 ist.)

Es ist ord(Z4): 2 und ord(Z)= 0. Wir haben also ein von Null
verschiedenes Element aus Ngr(IO,R )(—2) gefunden.

Zeigen wir nun gr(NI ) (<=1)= 0. Zur Untersuchung von NI muf3 man
von einem Erzeugendensystem von IO ausgehen. Wir wdhlen %afﬁr
wieder die obige Standardbasis, da dies im weiteren Verlauf der
Rechnung Vorteile bringt. Sie wird wiederum mit F bezeichnet, es
ist jedoch zu beachten, daf3 hier Fe Rg gilt und auch alle weiteren
Rechnungen in RO stattfinden. Die Elemente von NIO sind gegeben
durch 9-Tupel G von Polynomen aus RO’ fir die die Implikation

<R,F>=0> <R, G>e IO
besteht. Hierbeil sei R ein beliebiges 9-Tupel mit Koordinaten

aus RO. Wir erhalten folgende Tabelle.

Lfd. Nummer i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Erzeugendensystem Fi X2 XY XZ XZ2 Y2 YZ YZ2 Z3 Z4
Ordnung 2 2 1 2 2 1 2 1
einige Syzygien R1i z -X

RZi z -X

R3i z -Y

R4i z -X

RSi z -Y

R6i ) -1

R7i -Z X
NI Gi

0
Sei nun gGNI ein beliebiges Element des Normalenmoduls. Wir wollen

zeigen, daR ?ﬁr alle ie {1,...,9}
ord(g(Fi)): ord(Gi)> ord(Fi)—l
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gilt. Fur i= 3, 6 und 8 ist dies trivial. Fir die weiteren i ist zu
zeigen, daf3 die Polynome Gi keine Glieder vom Typ C oder CZ mit CeL
enthalten konnen. Fiur i= 1, 2, 4, 5 und 7 folgt dies sofort mittels

der Syzygien Rl’ RZ’ R4, R3 bzw. RS' Es bleibt i=9 zu betrachten.

6 gestattet nur, daB G9 ein Glied CZ und G8 ein Glied

C enthdlt. Dem widerspricht aber Syzygie R7.

Die Syzygie R

Sei nun x€I_ beliebig. Wir setzen o:= ord(x). Da F eine Standard-

0
basis von IO bildet, gibt es nach Lemma (2.15) eine Darstellung
9
x:.Z X F.
i=1
mit X,€R_ und ord(X, )+ord(F,)> o fiir alle i. Damit gilt
i .0 i i
9 9
g(x)Z.Z Xig(Fi)=.z X.G,
i=1 i=1
und

ord(g(x))> min (ord(Xi)+ ord(Gi))
i
> min (ord(Xi)+ ord(Fi)— 1)
i

>z o—- 1
= ord(x)- 1
Wir haben ge F&l erhalten. Da ge NI beliebig gewdhlt war, folgt
I 0
F- ' oN. und gr(ﬁ ) (<-1)= 0.
N I I
IO 0 0



3. LECH- HIRONAKA- UNGLEICHUNGEN

(3.1) BEMERKUNG
Wir betrachten flache lokale Homomorphismen f: (A,m)— (B,n) lokaler
Ringe. Auf C. Lech geht das Problem zuriick, ob in dieser Situation
stets fiir geeignete Summentransformierte der Hilbertreihen (im Sin-
ne kanonischer Filtrationen) die Ungleichung
Hy> Hy
gilt. Im Zusammenhang mit der Aufldsung der Singularitdten stellte
H. Hironaka die Frage, ob sogar immer

1 1

>
HB HA

erfillt ist. Ist die Faser BO des Homomorphismus f d-dimensional,
so gilt dim B = dim A + d, so daf8 hier natiirlicherweise verscharfte
Ungleichungen vom Typ

. .

> Hy d
zu untersuchen sind. Betrachtet man anstelle von Hilbertreihen
lediglich Multiplizitaten, so vereinfacht sich die letzte Unglei-
chung zu

e(B)> e(A).

Die Hauptschwierigkeit beim Beweis solcher Ungleichungen sind die
vielen Unbestimmten, ndmlich zwei lokale Ringe und ein Homomorphis-—
mus zwischen ihnen. Es wdre somit wenig sinnvoll, Ergebnisse fir
einzelne, konkrete Homomorphismen anzustreben. Es erscheint jedoch

ein verninftiger Spezialfall zu sein, wenn man eine der obigen Un-

mit einer fixierten Faser (Bo,no) zeigen kann.

Die hierzu bisher bekannten Ergebnisse sind recht bescheiden. So
zeigte C. Lech selbst die Ungleichung Hé? Hi, wenn (Bo,no) ein
vollstédndiger Durchschnitt ist (vgl. [L-2]). Dies 148t sich noch
auf den Fall verallgemeinern, daf (Bo,no) eine formale semiuniver-—
selle Deformation mit reguldrer Basis besitzt (vgl. [He-3]1).
Desweiteren gilt Hé? Hi, wenn (Bo,no) (im Sinne kanonischer Filtra-
tionen) nur tangential flache Deformationen besitzt (vgl. [He-1]1).
In einer noch wesentlich spezielleren Situation, ndmlich wenn
(Bo,no) Faktorring eines reguldren lokalen Rings nach einem Haupt-

ideal ist, zeigte J.-J. Risler sogar Hg? HO (vgl. [Ril). Ferner

A
sind die Arbeiten [V], [Hil, [Si], [L-L] und [Lj] zu beachten,
insgesamt ist jedoch festzustellen, dafl fiir die obigen Unglei-

chungen bisher nur wenige positive Beispiele und keine Gegen-



beispiele existieren.

Wir wollen weitere positive Beispiele gewinnen unter der Voraus-
setzung, daR (Bo,no) mit einer gewissen (nicht kanonischen) Filtra-
tion nur tangential flache Deformationen besitzt. Die entscheidende
Idee dazu besteht in einer Ungleichung zwischen bestimmten Langen,
die wir als Lemma (3.4) formulieren werden. Fiir deren Beweis bend-
tigen wir aus technischen Griinden eine Verallgemeinerung des
Begriffes ”"Filtration” und eine entsprechende Verallgemeinerung
des Begriffes “assoziierter graduierter Ring” auf die Situation
allgemeinerer Indexmengen vom Typ N bzw. Z". Wir sprechen dann von
Multifiltrationen oder n- Filtrationen. Wir schrdnken uns hierbei
nicht auf lokale Ringe ein, da wir spater eine allgemeinere Situa-

tion zu betrachten haben.

(3.2) DEFINITIONEN
Wir betrachten Z" als kommutative Gruppe beziglich der gewdhn-
lichen Addition. « sei eine Ordnungsrelation auf Zn, die mit der
Operation vertriglich (das heiBt x« y impliziert xz« yz fiir alle
X,y, ZE€ Zn) und deren Einschrankung auf N eine Wohlordnung ist.
(Daraus ergibt sich zum Beispiel, daB (0,...,0) beziliglich « das
kleinste Element von Nn ist.) Ist dGNn, so bezeichnen wir seinen
Nachfolger mit a’.
Eine Multifiltration, genauer n- Filtration auf dem Ring A ist
dann eine Familie (Fd) n von Idealen in A mit

d1 d A" deN

2
S ) )
(a) F, 2 F, fir alle d,,d,e N mit d, < d,,
d n
= A und F\# A falls deN", d#0,
d, 4, d,+d, "
. C 13
(c) FA FA - FA fiir alle dl’d2€ )

A
0
(b) F,

Sei A ein Ring, der mit einer n- Filtration FA versehen ist.

Dann wird die direkte Summe

v
@ 0 Fi/Fi
deN
mit der Multiplikation
v v v
d R d’ _ R (d+d’)
(a mod FA Je(a’ mod FA ):= (aa’ mod FA )
fir ae Fi, a’ € FA versehen, zu A assoziierter multigraduierter
bzw. n- graduierter Ring genannt und mit grp (A) bezeichnet.
Ist M ein A- Modul, so heif3t die direkte Sumﬁe
d _d’

@
po) Al M



versehen mit der Multiplikation mit Elementen aus grp (A)

v , U , WV A
(a mod Fi Je(m mod Fd M):= (am mod F£d+d )

A M)

s

fir ase Fi, me FA-M zu M assoziierter multigraduierter 8 (A)-
A

Modul und wird mit grp (M) bezeichnet.
Seien f: A—B ein Homomorphismus von Ringen und FA eine n- Filtra-
tion auf A. Wir nehmen f(Fi)# B fiir alle deN' mit d#0 an, was zum

Beispiel bei lokalen Homomorphismen lokaler Ringe erfiillt ist.
Dann definiert

Fg:z f(FZ)B fiir alle de N

eine n- Filtration auf B, die wir Bild- n- Filtration nennen.

Seien A ein Ring, der mit einer n- Filtration FA versehen ist,
und IcA ein echtes Ideal in A. Der Faktorring A/I wird mit der
Bild- n- Filtration F versehen (,falls fir alle dG[Nn mit d#0

A/T
I+ Fi# A gilt, was zum Beispiel im lokalen Fall trivial ist). Dann

jektion
d . d"
gr(p): grp (A)— 8T (A/1)= (ng (A/1))= @ 0 F +I/F +1
A A A/T deN

Deren Kern ist ein homogenes Ideal im multigraduierten Ring

grp (A), heiBt Anfangsformenideal von 1 in g (A), und wird mit
ngA(I,A) bezeichnet. A
Es éei bemerkt, daR

% %
gro (I,M= @  (F) +D)nFo/F)
F n A A A

A deN d dV dV

= @ n IﬂFA+FA /FA

deN

gilt. Nennt man fir xe€A

a d 4
((x mod F\ ) falls xeF\\F, mit deN”
in(x)= inF (x):= i q 4’
A 0 falls fiir kein deN" XGFA\FA gilt

die Anfangsform von x in ngA(A), so erzeugen die Anfangsformen
aller Elemente aus I gerade grp (1T,A).
A

(3.3) BEMERKUNGEN

Bisher haben wir uns mit der Situation beschiaftigt, daf n=1
und « die gewthnliche Relation < in den ganzen Zahlen ist. In Defi-
nition (3.2) haben wir grundlegende Begriffe, die mit Filtrationen
zusammenhdngen, verallgemeinert. Es ergibt sich natirlicherweise
die Frage, ob es mbglich und nitzlich ist, den Begriff der tangen-

tialen Flachheit entsprechend zu verallgemeinern. Diese Frage muf3



jedoch aufgrund ihrer Schwierigkeit in dieser Arbeit offen bleiben.
Wir werden Multifiltrationen nur zweimal aus technischen Griinden
anwenden: Zundchst, auf lokalen Ringen, zum Beweis des folgenden
Lemmas (3.4) und spiter, um das Problem der tangentialen Flachheit
aller Deformationen einer gegebenen Singularitit auf eine (in einem
gewissen Sinne) einfachere Singularitit zuriickzufiihren (Satz
(3.18)). Beim letzteren wird es notwendig sein, Ringe zu betrach-
ten, die nicht lokal sind.

Seien nun A ein artinscher Ring, F, eine n- Filtration auf A.

A
Dann gilt offenbar

< .
1,(grp. (A)< 1(A)
A
Hierbei tritt die Gleichheit genau dann ein, wenn

(i) fir einen gewissen Multiindex deN" FZZ(O) gilt
und
(ii) fir jedes Limeselement deN' (das heiBt d ist beziiglich «

nicht unmittelbarer Nachfolger eines Elementes aus Wn) ein Multi-
index d’« d existiert mit Fi = Fi .

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns nun der angekindigten

Ungleichung zu.

(3.4) LEMMA

Es seien (R,M) ein lokaler Ring und X ..,Xm Unbestimmte. Wir

17
betrachten den Faktorring
o o o o

11 Im 11 Im
B: = R[[Xl,...,Xm]]/(I,rlx1 0...°Xm ,...,rlxl 0...°Xm ),
%i1 “im
wobei T ein beliebiges Ideal in R[[Xl""’xm]] und rixl -...-Xm

Monome mit Koeffizienten rie R sind. Mit einer gewissen Zahl deN
sei
ety % “1m dotyy *pp “1m

B’:= R[[X ,...,Xm]]/(I,rlx1 X2 -...-Xm ,...,rle X2 -...-Xm ).

Ist dann B artinsch, so gilt
I1(B’)< deI(B).
B e weis: Wir filhren der Einfachheit halber die folgenden

Bezeichnungen ein.

o o o o
o= (X e ex M rx e I
1 éa o m o L da ma o
, 11,712 Im 11,12 Im
J .= (I,rlx1 X2 e Xm ,...,rlxl X2 C. Xm )
Es gilt also B= R[[Xl""’xm]]/J und B’ = R[[Xl,...,Xm]]/J’.

Der Beweis erfolgt in zwel Schritten.



Erster Schritt: Das Ideal I in R[[Xl""’xm]] verschwinde.

(Man kgnnte higr ebenso fordern, das Ideal 1 werde von Monomen vom

Typ er -...-Xmm mit reR erzeugt. Dies ist zwar eine etwas allge-

meinere Situation, wird aber spiter nicht bendtigt.)

G: R[[Xl""’xm]] ------ > R[[Xl""’xm]] sei der Ringhomomorphismus mit
X F>Xd, XX ., ..., X »X , der die Identitdt von R induziert.
1 1 2 2 m m
Da T verschwindet, gilt G(J)€ J’. G induziert daher einen lokalen
Homomorphismus
$: B=RI[I[X,,..., X 11/J-> B=RI[IX ,...,X 11/7F
1 m 1 m

lokaler Ringe. Dessen Faser F ist offenbar ein Faktorring von
(R/M)[[Xl]]/(X?) und hat damit hochstens die Linge d.

Wir versehen nun B und B’ mit den kanonischen Filtrationen.
Nach Satz (1.8.1i) gilt dann fiir die Hilbertreihen Hé,< Hé-Hg ,
was fir alle e€N

e
1 1 0
< PR .
HB,(e) .z HB(e i) HF(1)
1;0

Y H (e)eHO (1)

. B F
i=0
He(e)el(F)

B

N

N

N

1
d-HB(e)

bedeutet. Dies liefert fir grofle e€N
1(B’)< de1(B),

also die Behauptung.

Zweiter Schritt: Das Ideal I in R[[Xl""’xm]] sei beliebig.
Wir fihren auf Zn eine Relation « ein. Es seil
<
(al, ,am) (bl, ,bm)
falls mit einem gewissen i€ {1,...,m+1}

a.< b, und
i i

aj: bj fir alle je {1,...,i-1}
gilt. (Fir i=1 bedeute dies sinngemiR %7< Q,; fir i=m+1 % = q ey

a=>b.)
m m

Offenbar ist die Einschrankung von « auf N eine Wohlordnung.

Wir konstruieren nun eine m—- Filtration F auf R[[Xl""’xm]]'
Sei dazu
e e
d 1 m
.= o o C
F: (X1 - Xm )d« e, ceN™ S R[[Xl""’xm]]
das Ideal in R[[Xl""xm]]’ das von allen Monomen in Xl""’xm ohne

Koeffizienten, deren Exponenten— Multiindizes (im Sinne der Rela-

tion « ) groBer als d sind, erzeugt wird. Man iiberpriift unschwer,



daB die Bedingungen (a), (b) und (c) aus Definition (3.2) erfiillt
sind.
Betrachten wir also beziiglich der n- Filtration F assoziierte

multigraduierte Ringe. Es gilt

ng(B) = ng(R[[Xl,...,Xm]])/ng(J, R[[Xl""’xm]]) und

ng(B )= ng(R[[Xl,...,Xm]])/ng(J ,R[[Xl,...,Xm]])

Hierbei ist aufgrund der speziellen Wahl von « und F
ng(R[[Xl,...,Xm]])= R[Xl""’xm]

einschlieBlich der Multiplikation. Die Ideale
ng(J,R[[Xl,...,Xm]]) und ng(J ’R[[Xl""’xm]])

in diesem Ring werden von den Anfangsformen der Elemente aus J
bzw. J’ bezliglich « und F erzeugt, also von Monomen in Xl""’Xm

mit Koeffizienten aus R. Wir bemerken, daf3 hier tatsdchlich jede
von Null verschiedene Potenzreihe aus R[[Xl""’xm]] eine von Null
verschiedene Anfangsform hat, der in der Definition betrachtete

Ausnahmefall hier also nicht eintritt.

Wir ze%gen nun gie folgende Aussage:
1

m
Ist er -...-Xm € ng(J,R[[X

da a am
rX X -...-Xm € ng(J ,RI[X

1,...,Xm]]) mit reR, so folgt

X 11).

1Ry

a a
. 1 m . .
Sei also er .. Xm € ng(J,R[[Xl,...,Xm]]). Dann gibt es ein

Element aus J, das Eeiﬁt eineaSumme aus einem Element aus I und
1 ;1- -Xm 1m’ dessen Anfangsform beziiglich
« und F er 1-...-Xm n ist. Da andere Monome ohnehin keinen Einfluf3

auf die Anfangsform haben, kann man sich auf alle i mit

Vielfachen der r.X
a i

(e, . y...,, )< (a,,...,a ), also speziell «,,< a, beschrinken.
il im 1 m il 1
Mittels Multiplikation mit
. (d—l)a1
1
erhdlt man eine Summe aus einem Element aus I und Vielfachen der
. “11+(d_1)alx “i2, . im
il 2 T T ’
da; 3y, %im
deren Angangsform gerade r X X o, ..*X ist. Fir die Behaup-
a1 a2 am il 2 m
tung er -X2 -...-Xm € gra’F(J ’R[[Xl""’xm]]) bliebe
- > i . i <
a. gt (d 1)a1 dail zu zeigen. Dies folgt aber aus @ < ay
Weiter gilt
lB(ng(R[[Xl,...,Xm]])/ng(J,R[[Xl,...,Xm]])= lB(ng(B))

< 1(B)

< W .



Die Linge des Ringes ng(R[[Xl,...,Xm]])/ng(J,R[[Xl,...,Xm]])
stimmt aber mit dessen Lange, sowohl als B- Modul, als auch als
R- Modul {iiberein und es ist gr_ (R[[X ,...,X 11)2 R[X ,...,X 1.
F 1 m 1 m
Damit muf3 ein N existieren mit
N
C
(Xl""’Xm) < ng(J, R[[Xl""’xm]])'
Unsere obige Aussage liefert dann
dN
C b
(Xl,...,Xm) < ng(J ,R[[Xl,...,Xm]]).
Man kann also, ohne die uns interessierenden Faktorringe zu ver-
dndern, von R[Xl""’xm] Zu R[[Xl""’xm]] tibergehen und die Ideale

entsprechend vervollstandigen.
Beachten wir nun, daf3 die betrachteten Anfangsformenideale von
Monomen erzeugt werden, sowle die obige Aussage, so konnen wir den

ersten Schritt anwenden:

Hgr (RIIX,, ..., X 11)/gr (I, RIIX,, .., X 1)

< de Igrp(RIIX, ..., X 11)/gr (J,RIIX,,...,X 11)
= de 1(gr(B))

< de 1(B)

Wir haben l(ng(B’))< de 1(B) erhalten. Aufgrund der Konstruktion
von F gilt erst recht fir alle MeN

1B /(X ,....x )< a1 (),
______ 1 Tm
wobei Xl""’xm die kanonischen Bilder von Xl""’xm in B’ seien.
Bezeichnen wir mit n’ das maximale Ideal in B’, so folgt

18" /< de 1(B),

so daB die Folge der Potenzen von n’ stationidr wird, damit B
artinsch ist und

1(B’)< de 1(B)
gilt.

(3.5) FOLGERUNG

Es seien (R,M) ein lokaler Ring und X ...,Xm Unbestimmte.

1’
Wir betrachten den Faktorring
o o o o
11 Tm 11 Im
B: = R[[Xl,...,Xm]]/(I,rlx1 -...-Xm ,...,rlxl -...-Xm ),
*i1 *im
wobei T ein beliebiges TIdeal in R[[X_ ,...,X 1] und r. X o ..X
1 m il m
Monome mit Koeffizienten rie R sind. Mit gewissen Zahlen
d,,...,d € N sei
! n d,a d « d,a d «
B :i= RIIK,...,X 11/(T,r, %+ the axmAm ooy DM, mImy
1 m 11 m 11 m

Ist dann B artinsch, so gilt



1(B’)< d,e...ed «]1(B).
1 m

Beweis: Man wende Lemma (3.4) m mal an.

Q.E.D

(3.6) SATZ

Es sei RO:: L[[Xl""’xn]] und BO:: RO/IO. Hierbei seien L ein
Kérper, Xl""’Xn Unbestimmte und IO ein Ideal in RO derart,
daf BO— R,O/IO artinsch ist.

BO habe mit einer in (Xl""’xn) monomialen Filtration F auf RO
nur tangential flache Deformationen. Die Zahlen dl""’dne N\{O}
seien so gewahlt, daf

d d
rlo x5 ooox ™.
1 n

zutrifft.

mit der Faser BO fiir die Hilbertreihen bzw. Multiplizitaten

(im Sinne kanonischer Filtrationen)

1
l(BO/F BO)

> L
HB HA dl' og und
d
l(B / Q F'B.)
e(B)> e(A)e N0
d 0...°d
1 1 0
Ist speziell l(BO/F BO): dl."'.dn (”>” ist hier offenbar nicht
mdéglich), so gilt
1 1
>
HB HA ’ d
2 ... i
ist I(B /dQNF BO) d1 dn , so gilt

e(B)> e(A).
Bewe is: Sei f: (A,m)— (B,n) ein flacher lokaler Homomorphis-
mus lokaler Ringe mit der Faser B_.. Wir konnen o.B.d.A. annehmen,

0
A und B seien vollstdndig (im Sinne kanonischer Filtrationen).

yl,...,yme m seien Erzeugende des maximalen Ideals m in A.
Xl""’xn seien Anhebungen der (kanonischen) Bilder von Xl""’Xn’
ii""’i£€ BO: B/mB, zu Elementen aus n€B. Dann gilt

(Xl""’xn)+ mB= n, also (Xl""’Xn’f(yl)""’f(ym)): n.

Mit Hilfe der Theorie der Cohenringe sieht man, es gibt ein kommu-

tatives Diagramm lokaler Homomorphismen.

A £ B
Te, TpB
a_
C I, Y 11-F—c [Ty Y%,

Dabei seien CA und C Cohenrlnge Yl’ Y und X1 .,Xn Unbe-



s

stimmte. Fir die Homomorphismen gelte q(Yi)Z Yi , pA(Yi): A

pB(Yi): f(yi) und pB(Xj): Xj , insbesondere sind P, und pg sur-

jektiv. A und B konnen so identifiziert werden mit Faktorringen

von CA[[Yl""’Ym]] bzw. CB[[Yl""’Ym’Xl""’Xn]]' Wir erhalten
ein kommutatives Diagramm
A £ B
g
CA[[Yl""’Ym]]/IA ------------------------ 9% [[% ,...,% ,% ,...,§7]]/%

Dabei bezeichnen IA und IB die Kerne von Py bzw. Pg- Der Homo-

morphismus g wird durch g induziert.
Die Filtration F auf L[[Xl""’xn]] definiere bezliglich

n
. . . A _ . c .
(Xl""’xn) die filtrierende Familie E (Ed)dem mit Ed_W fir

alle d. Nach Voraussetzung gilt di-eie E, fir alle i, wobei e;

1
den i- ten Einheitsvektor bezeichnet.

EA:(Eg)dem mit Eggmm fir alle d sei die filtrierende Familie mit
EA:: {(a,,...,a )€ N': a_ +...+a > d}
d 1 m 1 m A

Die durch (yl,...,ym) definierte E - Filtration FA auf A ist dann

gerade die kanonische.

Weiter sei die filtrierende Familie EC:= (ED) mit ECeN™™ fir
d deN d
alle d gegeben durch

) ) B . . . A ) )
(al,...,am,al,...,an)eEd@ i, jeNlN: (al""’am)eEi’ (al""’an)eEj’
i+j2d .
A .. B . .
FB sei die durch (yl,...,ym,xl,...,xn) definierte E Filtration
auf B.

eine Deformation von (BO,X,E) (vgl. Definition (2.5)), also laut
Voraussetzung tangential flach. Dies bedeutet fir alle 1€N nach

Satz (1.8.1i1i)
1

1 1 0
H (1)= ) H, (1-i)eH (i)
(B,FB) iZ0 A (BO,FBO)

Hierbei ist Hi die Hilbertreihe von A mit der kanonischen Filtra-
. . 0 . . . . . .
tion, bei H(B,F ) und H(B F ) ist die Filtration in der Bezeich

B O
nung angedeutet, FB sei die gurch (Xl""’xn) definierte E- Fil-
tration auf BO. 0
Untersuchen wir nun H(é F ) Nach Konstruktion gilt
"B
............ dl dn 1
C
(yl,...,ym,x1 e X )< FB , also
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d
= — 1 n d. .d
(yl,...,ym,x1 e X ) <€ FB
fir alle delN, wenn wir 5&:2 f(yi) setzen. Mit Hilfe von Folgerung

(3.5) ergibt sich fir alle 1eN

1 1+1
H(B,F )(1)— l(B/FB )
B dl n, 1+1
<
l(B/(Y1’ ’ym’Xl b 3 n ) )
------------ 1+1
< . . .
d1 dn l(B/(yl, 2 Yo X ,Xn) )
—d s ..ed s 1(B/N T
1 n
—d e ..ed e H(1)
| B 7
so daBR wir
1
1 1 0
. . . > —jide i
dye...ed e« Hy(1) .Z Hy(l=i)e Hip™ ooy () (%)
i=0 0 BO
erhalten.

Betrachtet man auf der rechten Seite nur den Summanden i=0, so
erhalt man

d,e...ed s H-(1)> H.(1)e 1(B/F'B.)

1 n B A 0 0"’

also die erste Behauptung.

Fiir groBe 1 stehen auf beiden Seiten von (%) Polynome vom Grade
q:= dim B (= dim A ). Die fiihrenden Koeffizienten sind, auf der
rechten Seite l(B /

dgm
Es erglbt sich

F B )o ma -------------- und auf der linken Seite

dpec.oed e S 1R 4R 9'% ),

also die zweite Behauptung.

Die spezielleren Aussagen sind trivial.

Q.E.D
(3.7) BEISPIEL
Es seleg RO-—ZL[[§ Y3Z]] und BO:: RO/IO mit
IO:: (X7, XY, Y, X227, 7 YZ )
Dann hat BO mit der (X,Y,Z )- adischen Filtration auf RO nur

tangential flache Deformationen. Insbesondere gilt fir jeden
flachen lokalen Homomorphlsmus f: (A,m)-> (B,n) mit der Faser BO
1 1
> > =
Hp> H, und e(B)> e(A)

Beweis: Man rechnet unschwer l(B )= 7 und l(BO/JOBO)— 2 nach,

wobei JO:: (X,Y, Z )€ RII[X,Y,Z]] gesetzt sei. Die JOBO adische

Filtration auf BO ist separiert. Nach dem obigen Satz (3.6) ist

zZu zeigen, daf3 BO mit der JO— adischen Filtration auf RO tatsach-
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lich nur tangential flache Deformationen hat. Dazu werden wir

<-1)= .
Ngr(I R )( 1)= 0 nachrechnen
00
Es gilt gr(RO): L[X,Y,Z] als L- Vektorraum, fiir die Multiplikation
Jjedoch
a,+a, b, +b_ c +c (€Y (C
a, b, ¢, a, b, c ,xlzylzz 2fa11s4—1}+{2}<1
1,11 2,272 \2 )/ 2]
XY Z eX 7Y “7 7.
Yo sonst

(vgl. z.B. (1.25)). gr(IO,RO) wird von allen Anfangsformen der
Elemente aus IO erzeugt, damit von allen Monomen, die im Sinne
von RO Vielfache von X2, XY, Y2, XZZ, Z3 oder YZ2 gsind. Um zu

Vielfachen im Sinne von gr(RO) Ubergehen zu konnen, sind hierbei

die Monome XaYbZC mit ungeradem c¢ durch das Paar, bestehend aus

x2v°z¢ und XaYbZC+1 , zu ersetzen. gr(I_,R.) wird also von
2 2 2 3.4 2 00
X, XY, Y ,XZ",27,Z2 ,YZ e gr(RO) erzeugt. Wir erhalten folgende
Tabelle.
Standardbasis X2 XY Y2 XZ2 Z3 Z4 YZ2
Grade 2 2 2 2 1 2 2
einige Syzygien Y -X
2 -X
-X
2 -X
22 -X
Ngr(IO’RO)(<_1) A1+AZZ B1+BZZ C1+CZZ D1+DZZ 0 E1+EZZ F1+FZZ

0 0 0 0 0 0 0
Man beachte, wir haben den allgemeinen Typ der homogenen Elemente
in gr(RO) vom Grade O angesetzt. Die Notwendigkeit der Nullen er-
gibt sich unmittelbar aus den angegebenen Syzygien.

Wir haben also N (<-1)= 0 erhalten.
gr(IO,RO)
Q.E.D.

(3.8) BEISPIEL

Es seien RO:: LI[X,Y,Z]] und BO:: RO/IO mit

IO:: (XZ,XY,YZ,XZZ,Z3)

Dann hat BO mit der (X,Y,ZZ)— adischen Filtration auf RO nur

tangential flache Deformationen. Insbesondere gilt fir jeden

1 1
> > le .
HB HA und e(B)> 4dee(A)
Bewe is: Man rechnet unschwer l(BO): 8 und l(BO/JOBO): 2 nach,

wobei JO:: (X,Y,ZZ)S RI[X,Y,Z2]] gesetzt sei. Die JOBO— adische
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Filtration auf BO ist separiert. Nach dem obigen Satz (3.6) ist

zZu zeigen, daf3 BO mit der JO— adischen Filtration auf RO tatsach-

lich nur tangential flache Deformationen hat. Wir werden wiederum

<-1)= .
Ngr(I R )( 1)= 0 nachrechnen
00
Es gilt gr(RO): L[X,Y,Z] als L- Vektorraum, fiir die Multiplikation
Jjedoch
a,+a_ b +b_ c +c (€Y (C
a, b, ¢, a, b, c ,x1 2y 12,1 2fa11s4—1}+{2}<1
1,11 2,272 \2 )/ 2]
XY Z eX 7Y “7 7.
Yo sonst

wie oben. gr(IO,RO) wird von allen Anfangsformen der Elemente
aus IO erzeugt, damit von allen Monomen, die im Sinne von RO
Vielfache von X2, XY, Y2, XZ2 oder Z3 gind. Um zu Vielfachen
im Sinne von gr(RO) Ubergehen zu konnen, sind hierbei erneut

die Monome XaYbZC mit ungeradem c¢ durch das Paar, bestehend aus

XaYbZC und XaYbZC+1 , ZUu ersetzen. gr(IO,RO) wird also von
XZ,XY,YZ,XZZ,Z3,Z4€ gr(RO) erzeugt. Wir erhalten folgende Tabelle.
Standardbasis X2 XY Y2 XZ2 Z3 Z4
Grade 2 2 2 2 1 2
einige Syzygien Y -X
2 -X
Y -X
22 -X
Ngr(IO’RO)(<_1) A1+AZZ B1+BZZ C1+CZZ D1+DZZ 0 E1+EZZ
0 0 0 0 0 0

Wir haben wiederum den allgemeinen Typ der homogenen Elemente in
gr(RO) vom Grade O angesetzt. Die Notwendigkeit der Nullen ergibt
sich unmittelbar aus den angegebenen Syzygien.

Wir haben also N (<-1)= 0 erhalten.

gr(IO,RO)

(3.9) BEISPIEL

Es seien RO:: LI[X,Y,Z]] und BO:: RO/IO mit

IO:Z (X3,XZ,Y3,YZZ,ZZ)
Dann hat BO mit der (XZ,XY,YZ,Z)— adischen Filtration auf RO nur

tangential flache Deformationen. Insbesondere gilt fir jeden

O/JOBO): 3 nach,

wobei JO:: (XZ,XY,YZ,Z)S RI[X,Y,Z2]] gesetzt sei. Die JOBO— adische

Bewe is: Man rechnet unschwer l(BO): 11 und I(B
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Filtration auf BO ist separiert. Nach Satz (3.6) ist zu zeigen, daR

BO mit der JO— adischen Filtration F auf RO nur tangential flache

Deformationen hat. (Wir bemerken, daf3 wir hier F12 (XZ,YZ,Z) nut-
zen. )
Es gilt gr(RO): L[X,Y,Z] als L- Vektorraum. Fiir die Multiplikation

erhalten wir hier

a,*ta, by+b, ¢+,

b X Y z falls (%) gilt

a C {
x ly 12 tx 2y 22 2::{
Lo sonst
mit
(31PN 3,%0)
+ <1 , (%)
11

denn F stimmt mit der durch (X,Y,Z) definierten (=,=,1)- Filtra-

tion iliberein, das heiBt es gilt orq?(%inZF)Z ------------------ I+ ¢ .

gr(IO,RO) wird von allen Anfangsformen der Elemente aus I, erzeugt,

damit von allen Monomen, die im Sinne von RO Vielfache vog X, XZ,
Y3, YZZ oder 22 sind. Um zu Vielfachen im Sinne von gr(RO) tiber—
gehen zu konnen, sind hierbei die Monome XaYbZC mit ungeradem a+b
durch das Tripel, bestehend aus XaYbZC, Xa+1YbZC und XaYb+1ZC Zu

ersetzen. Wir erhalten

Erzeugendes X3 XZ Y3 YZZ 22
zusatzliche Xi XZZ XXB keine keine
Erzeugende XY XYZ Y

IO hat also eine Standardbasis aus 11 Elementen. Wir erhalten

folgende Tabelle.

Standardbasis X3 XZ Y3 X4 X3Y XZZ XY3 XYZ Y4 YZZ 22
Grade 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2
1fd. Nummer 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
- . 2
einige Syzygien XY -X (1)
XY 'S (2)
2
z Y (3)
7 x°(4)
2
XY -X (5)
Y2 XY (5°)
—Y2 XY (6)
XY X2 (6’)
Z XY (7)
z -y’ (8)
<_
NgF(IO,RO)( 1) O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Die Elemente mit Nr. 1, 2, 3 haben den Grad 1, so daB dort die
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Nullen trivialerweise stehen. Bei den Elementen vom Grad 2 kamen
Linearkombinationen vom Typ AO+ A1X+ A2Y in Frage. (Die folgen-
den Uberlegungen benutzen XY, XZY, XYZ, YZ& gr(IO,RO).)

Die Syzygien (1), (2) liefern die Notwendigkeit der O bei Nr. 6;
(2), (3) die Notwendigkeit der O bei Nr. 8. Ferner betrachtet man
(2), (8) fur Nr. 10; (3), (4) fir Nr. 11; (5), (5 ) und (7) fir Nr.
4, 5 sowie (6), (6’) und (8) fiur Nr. 7, 9.

Wir haben also N (<-1)= 0 erhalten.
gr(IO,RO)

(3.10) BEISPIEL

Es seien R.:= L[I[X,Y,Z]] und BO:: RO/IO mit

IO:: (X2, 2 X3 XY2 YZZ Y )
Dann hat BO mit der (X ,XY,YZ,Z)— adischen Filtration auf RO nur

tangential flache Deformationen. Insbesondere gilt fir jeden

1. 3
> - . > - .
HB 1 H und e(B)> e(A)
Bewelis: Man rechnet unschwer l(B )= 9 und l(BO/JOBO)— 3 nach,
wobei JO:: (X XY, Y ,Z)S RIIX,Y,Z2]11] gesetzt sei. Die JOBO— adische

Filtration auf BO ist separiert. Nach Satz (3.6) ist zu zeigen, daR

BO mit der JO— adischen Filtration F auf R, nur tangential flache
Deformationen hat. (Wir nutzen wiederum Fl:> (X2 Y2 Z).)
Es gilt gr(RO): L[X,Y,Z] als L- Vektorraum, aber fiir die Multipli-

kation
a,+a. b,+b_ c, +c

a, b, ¢, a,b,c, (X ey b 2212 foi1s (0 gilt

Lo sonst
mit
(a +b b

TR M e A ()

\

wie oben. gr(I ) wird von allen Anfangsformen der Elemente aus

0’ O
I erzeugt, damit von allen Monomen, die im Sinne von R_ Vielfache
0 2 3 2 2 3 0

von X2, 2, X, XY , Y Z oder Y sind. Um zu Vielfachen im Sinne

von gr(RO) Ubergehen zu konnen, missen wir wie oben zusdtzliche

Erzeugende hinzufiigen.

Erzeugendes XZ 22 X3 XY2 YZZ 3
zusatzliche XZZ keine Xi ngz keine XXB
Erzeugende XYZ XY XY

XY3 ist doppelt entstanden. IO hat also eine Standardbasis aus 13

Elementen. Wir erhalten folgende Tabelle.
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Standardbasis XZ X3 XY2 Y3 XZZ XYZ YZZ X4 X3Y X2Y2 XY3 Y4 Z2
Grade 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1fd. Nummer 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
einige Syzygien Y2 XY
XY —X2
Y2 -XY
XY —X2
Y2 -XY
XY —X2
Y2 -XY
XY —X2
Y2 -XY
XY —X2
Y2 -XY
XY —X2

(1) X 7

(2) X 7

(3) z 'S

(4) Z -XY
Ngr(IO’RO)(<_1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Die Elemente mit Nr. 1, 2, 3, 4 haben den Grad 1, so daB dort die
Nullen trivialerweise stehen. Bei den Elementen vom Grad 2 kamen
Linearkombinationen vom Typ AO+ A1X+ A2Y in Frage. Die Syzygien
(1) und (2) liefern, daBR bei Nr. 5, 6, 8, 9 die Koeffizienten bei
Y verschw1nden miissen (YZ, XZYé gr(I R )). Die Paare von Syzygien
(Y , —XY), (XY, X ) lassen fir den Normalenmodul nur (X,Y), (Y,0)
oder deren Linearkombinationen, evtl. (0,0) zu. (Dies benutzt
wesentlich XZYé gr(IO,RO).) Insgesamt erhalten wir die Notwendig-
keit der Nullen bei Nr. 5, 6, 7; 8, 9, 10, 11, 12. Die Syzygien (3)
und (4) liefern, daB auch bei Nr. 13 eine Null stehen mufB.

(XZ, XZYé gr(IO,RO))

Wir haben also N (<-1)= 0 erhalten.
gr(IO,RO)

(3.11) BEISPIEL

Es seleg R9 —2 [X,Y, 2]] und BO:: RO/IO mit
IO:: (27, X7, XY, XYZ, Y Z, Y ) .
Dann hat BO mit der (X ,XY,YZ,Z)— adischen Filtration auf RO nur
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tangential flache Deformationen. Insbesondere gilt fir jeden

flachen lokalen Homomorphismus f: (A,m)—> (B,n) mit der Faser B

0
1. 3 .1
> - . > L]
HB m HA und e(B)> 4 e(A).
Bewelis: Man rechnet unschwer l(B )= 11 und l(BO/JOBO)— 3 nach,
wobei JO:: (X XY, Y ,Z)S RIIX,Y,Z2]11] gesetzt sei. Die JOBO adische
Filtration auf B_ ist separiert. Nach Satz (3.6) ist zu zeigen, daRB

0

BO mit der JO— adischen Filtration F auf R, nur tangential flache

Deformationen hat. (Wir nutzen wiederum F12 (X7,Y,2).)
Es gilt gr(RO): L[X,Y,Z] als L- Vektorraum, aber fiir die Multipli-

kation

a,+a_ b +b_ c +c
a, by ¢, a, b, c, (X eyt 212 pais (%) gilt
XY Z eX 7Y “7 7.

Lo sonst
mit
(a1+b1 25 +b
42)“2)*“ (%)

wie oben. gr(IO,RO) wird von allen Anfangsformen der Elemente aus
I erzeugt, damit von allen Monomen, die im Sinne von R_ Vielfache
0 2 3 2 2 3 0

von Z2 , X, XY, XYZ, Y Z oder Y sind. Um zu Vielfachen im Sinne

von gr(RO) Ubergehen zu konnen, missen wir zusdtzliche Erzeugende

hinzufigen.
Erzeugendes 22 X3 XZY XYZ YZZ 3
zusdtzliche keine Xi 2Y2 keine keine XXB
Erzeugende XY XY
X3Y ist doppelt entstanden. IO hat also eine Standardbasis aus 11
Elementen. Wir erhalten folgende Tabelle.
Standardbasis X3 XZY Y3 XYZ YZZ X4 X3Y XZY2 XY3 Y4 Z2
Grade 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2
1fd. Nummer 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
einige Syzygien Y2 XY
XY —X2
Y2 -XY
XY —X2
Y2 -XY
XY —X2
Y2 -XY
XY X2
(1) z v?
(2) Z -XY

(3) Y -Z
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(4) Xy -Z

<_
NgT(IO,RO)( 1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Die Elemente mit Nr. 1, 2, 3 haben den Grad 1, so daB dort die
Nullen trivialerweise stehen. Bei den Elementen vom Grad 2 kimen

Linearkombinationen vom Typ AO+ A1X+ A Y in Frage. Die Syzygien

(3) und (4) liefern, daB bei Nr. 9, 102die Koeffizienten bei X
verschwinden miissen (XZ, YZg gr(IO,RO)). Die Paare von Syzygien
(YZ,—XY), (XY,—XZ) lassen fir den Normalenmodul nur (X,Y), (0,X) und
Linearkombinationen, evtl. (0,0) zu. (Dies benutzt wesentlich

XYzé gr(IO,RO).) Insgesamt erhalten wir die Notwendigkeit der

Nullen bei Nr. 6, 7, 8, 9, 10. Die Syzygie (1) liefert nun die
Notwendigkeit der Null bei Nr. 5 (XZ, YZg gr(IO,RO)) und das Ver-
schwinden des Koeffizienten vor X bei Nr. 11 (XYzé gr(IO,RO)).
Mittels Syzygie (2) ergibt sich dann die Null bei Nr. 4

2
(XZ, Yz# gr(IO,RO)) und Nr. 11 (XY g gr(IO,RO)).

Wir haben also N (<=1)= 0 erhalten.
gr(IO,RO)
Q.E.D
(3.12) BEISPIEL
Es seien RO:: L[[Xl""’xn]] und BO:: RO/IO. Hierbei werde IO er—
zeugt von allen Monomen vom Grade 81 in Xl""’xn , allen Monomen
vom Grade 8. in X y...,%X ,..., allen Monomen vom Grade &, in
2 n, +1 n 1
1. 2
Xn +1""’Xn sowie von
1-1 1
dn1+1 dn
X yee., X
n_+1 n
(Es werde 1< ny s n1+1< Nyseees n1_1+1< ny vorausgesetzt. )
d d
n1+1 n
Dann hat B, mit der (X,,...,X ,X , ..., X )- adischen Fil-
0 1 n n_+1 n

tration auf RO nur tangential f}aché Deformationen. Insbesondere
gilt fir jeden flachen lokalen Homomorphismus f: (A,m)-> (B,n) loka-

ler Ringe mit der Faser BO

H> H, und e(B)> e(A)
Bewelis: Es sei
dn +1 dn
JO:: (Xl""’an’Xn1+1 ,...,Xn )

gesetzt. Dann gilt
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BO/JOBO L[[X1 ""Xn]]/(xl""’an’xn1+1 e X

Die Lange dieses Ringes stimmt mit seiner Dimension als L- Vektor-

raum Uberein. Als solcher wird B./J B. jedoch gerade von den

0070
Monomen
an1+1 ®n
o ..X mit 0< a.< d,-1 fur i€ {n,+1,...,n}

n1+1 n i i 1

aufgespannt Es gilt also l(BO/JOBO): dn1+1-...-dn und
> o ..eod .

1(B /dg[N OB ) dn +1 dn

Es bleibt zu zeigen, daf3 BO mit der JO— adischen Filtration auf

RO nur tangential flache Deformationen hat. Wir werden

<= = .
Ngr(IO’RO)( 1)= 0 nachrechnen

Als IL.- Vektorraum gilt gr(RO): L[X .,Xn]. Es bleibt die

10
Multiplikation zu betrachten. FEs gilt (wenn wir eine Multiindex-

schreibweise benutzen)

X fa11s ord(x**B)= ord(x*)+ ora(x) (%)
o, B
XQX:{

‘o sonst

Wegen
ord(x*)= a gt .*a +| ------------------------------ ot

vereinfacht sich (%) zu

(n 1th an1+1 oy Py
{ b+ b< 1 Acon {7 b+ {r—p< 1
\dn1+1J én 1) CWARCY

gr(IO,RO) w1rd von den Anfangsformen der Elemente aus IO erzeugt,
damit von allen Monomen, die im Sinne von RO Vielfache der in der
Behauptung angegebenen Erzeugenden von IO sind. Beim Auftreten
solcher Faktoren gilt jedoch offenbar (+) immer, so daB man zur
Multiplikation im Sinne von gr(RO) Ubergehen kann. Wir haben es
also bereits mit einem Erzeugendensystem von gr(I ,RO) zu tun.

0
Wir erhalten folgende Tabelle.

81 81—1 n1+1
Standardbasis X X X ... X
1 1 2 n1+1
Grade 81 81 1
Syzygien X2 —X1
Cl Cn Cl Cn
Normalenmodul z a X, e...9X z b X, e...9X 0
(c) Cl""’cn 1 n (c) Cl""’cn 1 n
(Grad <-1) i i

Hierbei wird jeweils iiber alle n— Tupel (Cl""’cn)e N mit



19

c,+...+c_ <& ..., C +...+c <&8.; cC <d Ce, Cn<dn und

summiert. Wir haben die allgemeine Form der Elemente von gr(RO) vom

Grade hochstens §, -2 angesetzt. Da

1
ge Homgr(RO)(gr(IO,RO),gr(RO)/gr(IO,RO))
gelten soll, haben wir Monome aus gr(IO,RO) als Summanden nicht
zugelassen.
Die Faktoren X2 bzw. X1 sichern, daB (+) erfiillt ist. Es muB gelten
“1 “n “1 “n
XZ.( 2 qc,...,c Xl ."'.Xn )= Xl.( 2 bc s...5C Xl ."'.Xn )
(Ci) 1 n (Ci) 1 n

€ gr(IO,RO)

Die entstehenden Produktmonome liegen nicht in gr(I ,RO). Man

0
beachte hierbei, daR Cl+"'+cn < 81—2 liefert:
1
... < -1<
1+ (Cl+ c, ) 81 1 81

Da gr(IO,RO) aber von Monomen erzeugt wird, muB die obige Differenz

verschwinden:
c c X c c
Y b_ . Xllo...-Xnnz XZ Y A . Xllo...-Xnn
(c.) 17777 "n 1 (c.) 177" "n
i i
5 ©1 “n
Das Polynom bei X sei z e X, eo...eX . Induktiv erhdlt
2 c,,...,c 1 n
man (Ci) ! n
1)
c c X ! c c
z e X 1. oX n: 2 -------- . z a )ﬁl . oXn
c,, ,c 1 n 1) c,, ,C n
(c,) "1 n 1 (c,) M1 n
X1 i
Wegen Cl+"'+cn < 81 ist dies aber nuréméglich, wenn alle Koeffi-

zienten verschwinden. Es gilt also g(Xll): 0. Die Syzygien liefern

dies schrittweise fiir alle Monome in X ,...,X vom Grade &, mit
1 n 1
8. -1 81—2 1
dem Faktor X , X .Fiir alle weiteren Elemente der Standard-

1 1 R
basis ergibt sich die Notwendigkeit der Nullen analog. Wir haben

<= = .
Ngr(IO’RO)( 1)= 0 erhalten

(3.13) BEMERKUNG
Es fallt auf, daB in nahezu allen unserer Beispiele lokale Ringe
B:=R /I _ mit R.:= L[[X ,...,Xn]] untersucht werden, bei denen I

0 0 0 0 1
von Monomen erzeugt wird. Dies liegt daran, daB bei anderen Bei-

0

spielen die uns interessierenden Rechnungen haufig ausgesprochen

kompliziert werden. Dies betrifft meist schon die Suche nach einem
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Erzeugendensystem von gr(IO,RO).
Wir kommen daher nun zu einem Verfahren, welches es gestattet, die

Frage ob ein gegebener lokaler Ring BO: R./I_ mit einer gewissen

0 0
monomialen Filtration auf RO nur tangential flache Deformationen
hat, auf die Untersuchung eines anderen lokalen Ringes Bb:: RO/Ib

zuriickzufiihren, wobei Ib

ist im wesentlichen in Lemma (3.16) enthalten. Wir hatten urspriing-

von Monomen erzeugt wird. Die Idee dazu

lich die Absicht, an dessen Stelle das Lemma (4.7) aus der Arbeit
[He-1] zu zitieren. Dieses hat sich aber als fehlerhaft erwiesen.
Zunachst missen wir den Begriff des filtrierten Moduls verallgemei-

nern.

(3.14) DEFINITIONEN

Sei « eine Ordnungsrelation auf der Gruppe (Zn,+), die mit der
Gruppenoperation vertrdaglich ist und auf N eine Wohlordnung indu-
ziert. Wir nehmen ferner an, das Element (0,...,0) besitze in Zn
einen unmittelbaren Nachfolger.

Die Gruppenoperation liefert zu jedem Element dez" einen unmittel-
baren Nachfolger, den wir d“ nennen. Man beachte, daB im Falle dG[Nn
nicht notwendig ate N gelten muf3, d" und & also voneinander ver-
schieden sein konnen.

Seien nun A ein Ring, der mit einer n- Filtration FA versehen ist,

und M ein A- Modul. Unter einer Multifilftration oder n- Filtration

F._auf M verstehen wir eine Familie (Fﬁ)de n von Teilmoduln von M

M V/A
mit
d e n
(a) FM2 F~ falls d« e; d,ee Z ,
d1 d2 d1+d Nn Zn
. c .. < .
(b) FA FM < FM fiir beliebige dle , d2€ .

Sei der A- Modul M mit einer Multifiltration FM versehen. Dann wird

die direkte Summe

M
d,.d
4z Fv'Fu
mit der Multiplikation mit Elementen aus grp (A)
A
“ 9“ b l“’
d ot (d+d’)
(a mod FA Je(m mod FM ):= (am mod FM )
fir aGFi , mGFM versehen, zu M assoziierter multigraduierter gr(A)-
Modul genannt und mit g (M) oder gr(M) bezeichnet.

M

(3.15) BEMERKUNGEN

Es fallt auf, daB wir bei der Definition von g (A) und g (M)
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verschiedene Nachfolgerbegriffe benutzt haben. Maﬁ konnte die%

vereinheitlichen, indem man vollig dquivalent

d e
= @
gTFA(A) & FA/(FA)d«e, d¥e. ceN” und
d e
= )
ngM(M) 4@ P P\ ace, dee, ecez™
definiert.

Seien A ein Ring, der mit einer n- Filtration FA versehen ist und

I ein Ideal in A. Wir fassen dann den Normalenmodul

NI: HomA(I,A/I)

stets als A- Modul, versehen mit der induzierten n- Filtration

d .
FN 1= (FN )deln mit
I I
d e d+e .

F~ := {feN_: f(INF )& F +I/1 fir alle eGWn}

NI I A A
auf.

Ist A:dgmn A(d) ein multigraduierter Ring und I:dgmn 1(d) ein
endlich erzeugtes homogenes Ideal, so ist NI in natiirlicher Weise
ein multigraduierter A- Modul, NI: & NI(d) mit

NI(d): {fGNI: £(I(e))S A(d+e)/I(d+e) fiir alle eeN' }.

(3.16) LEMMA

« sei eine Ordnungrelation auf der Gruppe (Zn,+), die mit der
Gruppenoperation vertrdaglich ist und auf N eine Wohlordnung indu-
ziert. Jedes Element deZ' habe einen unmittelbaren Nachfolger at.
Weiter seien A ein Ring, der mit einer n- Filtration F, versehen

A

ist, und T ein Ideal in A. Dann ist gr_ (A) ein multigraduierter

F
Ring, den wir als noethersch voraussetzen, und ng (I,A) ein homo-
genes Ideal; gr(N_) und N sind multigraduéerte gr_. (A)-
I 8T (I,A) FA
Moduln. A

In dieser Situation gibt es einen multigraduierten injektiven
Homomorphismus vom Grade (0,...,0)

gr(N_)— >Ngr ) (%)

Sei weiterhin A= kgWA(k) ein noetherscher graduierter Ring und
I:= kgml(k) ein homogenes Ideal. Die n- Filtration FA sei vertidg-
lich mit der graduierten Struktur:

d d d d .

= @ i = -
Flm @ fFa (K)o Fy(k):= Fon A(k) fur alle deN’

Dann induziert die graduierte Struktur auf A eine graduierte Struk-

tur auf gr_ (A) derart, daRB g (I,A) ein homogenes Ideal ist.

F
A . A .
NI’ gr(NI) und Ngr (1. A) sind graduierte A- bzw. grp (A)- Moduln
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F A
und der Homomorphis%us (%) ist graduiert vom Grade O.

Wir nehmen nun speziell an, die wohlgeordnete Menge (Wn,«) sei
sogar relationstreu bijektiv zu (N,<) und die n- Filtration FA auf
dem graduierten Ring A sei so beschaffen, daf3 fiir alle k€N ein

Multiindex deN" mit

d -
F.& ACK) (=g A(1))

existiert. Wenn wir dann N und N_ als graduierte Moduln
8T (I,A) I

beziiglich der von A kommendenAgraduierten Struktur betrachten,
so impliziert
<— =
Nng (I,A)( 1)=0
A
die Beziehung

<-1)= 0.

NI( 1)=10

Bewe i s: Zuniachst sei bemerkt, g (I,A) ist endlich erzeugt

und damit N tatsdchlich ein m%ltigraduierter gr_. (A)-
8T (1,A) Fy

Modul. A

Wir wollen nun den Homomorphismus (%) konstruieren. Sei dazu

Ge gr(NI) ein homogenes Element vom Grade dez". Wir wihlen ein

beliebiges
g€ NI: HomA(I,A/I) -
mit ge FN und der Anfangsform in(g):= (g mod FN )= G. Es gilt
. . I
Jye pJrd
g(IﬂFA)_ FA +1/1
M M . i
fir jedes jeN'. Dies liefert g(INF, )< F) *dir1= Fij+d) +1/1 und
damit erst recht
Ry . M
J e pli+d)
g(IﬂFA )< FA +1/1
Also induziert g Homomorphismen
. R . . M
g(j): INFY/1AFY - >Fi+d+I/F(J+d) +1
die ein homogenes Element vom Grade d von N r (1.A) definieren.
F b
Ist g’e NI ein weiteres Element mit g’e FN undAder Anfangsform G,

so gilt g-g’€F und damit g(jl= g’ (J) fﬁrIalle j. Dies beweist,

N
dal3 es eine wohﬁdefinierte multigraduierte Abbildung vom Grade

(0,...,0)

gr(NI) ------ >Ngr (1. A) ,GI—>.®ng(J)
A JeN

gibt. Man Uberprift unschwer, sie ist ein Homomorphismus von

gr_. (A)- Moduln.
FA
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Wir nehmen g(j)= 0 fiir alle j an. Dies bedeutet

. NV
g (10F))< Fij+d) Y1/,

gt
und G= (g mod FN )= 0. Der Homomorphismus ist

I

folglich ge FS

injektiv.
Nehmen wir nun an, A sei ein noetherscher graduierter Ring, I ein

homogenes Ideal und die n- Filtration F, vertdglich mit der gradu-

A

ierten Struktur. Dann sind die FA homogene Ideale in A, so daf

grp (A) ein graduierter Ring ist mit

A d dV
ngA(A)(k): dgmn FA(k)/FA (k)

Damit ist ebenso grp (A/1) ein graduierter Ring mit den Komponenten
A v

_ d
ngA(A/I)(k)— e FA(k)+I(k)/FA (k)+I(k)

Die natiirliche Abbildung g (A)—ég%? (A/1) ist ein graduierter

Homomorphismus vom Grade O. és ergibtAsich, daR gre (I,A) ein homo-

genes Ideal in grp (A) ist mit A
A d qv qv
g (I,A) (k)= a&e I(k)ﬂFA(k)+FA (k)/FA (k)

A
Weiter ist T ein endlich erzeugtes homogenes Ideal im graduierten

Ring A. Damit ist N_ ein graduierter A- Modul.

1
N ()= {feN: £(I(J))E A(J+k)/T(j+k) fir alle jeN}

Sei nun deN" und gGFd ein beliebiges Element. Dann kann man g in

N
seine homogenen Besta%dteile bezliglich der Graduierung auf NI zer—
legen. Die Vertrdglichkeit der Multifiltration F, auf A mit der

A
dortigen graduierten Struktur liefert, dafS alle diese Bestandteile
in FS liegen. Folglich ist FS
alle éeln. Somit ist gr(NI) ei% graduierter gr_ (A)- Modul.

Fa

ein homogener Teilmodul von NI fir

u
d d . . . .
gr(NI)(k)Z dgzn{(gd mod FNI): gdeFNI, Y jeN: gd(I(J))SA(J+k)/I(J+k)}

SchliefRlich ist N r (1.A) in natiirlicher Weise ein graduierter
F b
grp (A)- Modul, da géF (A) ein graduierter Ring und grp (I,A) ein
end?ich erzeugtes homogenes Ideal ist. A
Nng (I,A)(k)
A
= {geN VieN: gl(gr. (I,A)(j)S gr. (A)(j+k)/gr. (I,A)(j+k)}
F F F
A A A

u

d /Fd = gr(N_) ein Element
N N I
dI

gr (I,A):
FA
U

Ist nun G:= (gd mod Fg )deln € dgl

aus gr(NI)(k), so konnen wir fir alle

n F
I

NN . . 1+d
g4(1(3)N F,(5))E AGHK)I/T(5+K)IN FA+ +T/1
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= Fi+d(j+k)+ T(j+k) /T (j+k)

annehmen. Das Bild von G unter dem Homomorphismus (%) ist somit

homogen vom Grade k in N v (1.A) In anderen Worten, der Homomor-—
F b

phismus (%) respektiert dieAgraduierten Strukturen, die von jener
auf A induziert werden. Er ist graduiert vom Grade O.

Wir wenden uns nun der Situation zu, daB (Wn,«) relationstreu
bijektiv zu (N,<) ist und die n- Filtration FA auf dem graduierten
Ring A so beschaffen ist, daB fiir alle keN ein deN' mit FiS A(>k)
existiert.

Sei (r.) eine (endliche) Familie von Elementen aus I, deren

ATAEA

Anfangsformen in gr_ (A) gerade das Ideal gr_ (I,A) erzeugen. Wir

FA F
wollen zundchst zeigen, dann existiert fir jé%es X€E IFWi eine Dar-
stellung x= <h,r> mit h= (hA)AGA AGAA , wWwobei fiir alle A€A

d« ordF (rA)+ ordF (h ) oder hA 0 bzw. rA—O gilt. Hierbei sei fir

Jjedes Eﬁement a€A élt a#0 seine Ordnung ordF (a) definiert durch
ordFA(a):: max {demn: aeFi} , g

wobei das Maximum im Sinne der Relation « zu verstehen ist. Wir

bemerken, unsere Voraussetzungen iber « und die n- Filtration FA

sichern, daB ordF (a) tatsdchlich flir alle a€A mit a0 definiert ist.
Wir bezeichnen nun mit I(d)S IﬂFA das Ideal aus allen Elementen,

die in der angegebenen Weise darstellbar sind. Sei xe€ IHFZ. Dann

ist in(x)e grp (1,A)< grp (A) Null oder ein homogenes Element mit
einem Multlgraé d’ mit d«Ad Also gibt es eine Darstellung
in(x)= ) 1n(h )1n(r ),

AEA
wobei fiir alle A€A hAGA und d« deg(in(hh))+ deg(in(rk)), also

d« ordF (hA)+ ord (rA) (oder evtl. hA:O bzw. rA:O) gilt. Dies

F
liefert A
v
GI(d)+Fd ,
A () (@), d”
also wegen xe] und I € T sogar xe 1 +IﬂFA . Wir haben
(d)
IﬂFA_ +IﬂFA

fir 1=d’ erhalten. Tterativ gewinnt man dies fir beliebiges 1eN'
mit d« 1. Sei nun die natiirliche Zahl N so gewdhlt, daB A iiber A(O)
von homogenen Elementen vom Grade hochstens N erzeugt wird. Fir

alle keN gilt dann A(>kN)C A(>1)k Es ergibt sich fiir beliebig gro-
Be p,qeN InFA_ (4, (InF )n A(>1)P und InFA_ p(d)
wenn man das Lemma von Artin- Rees benutzt. Die letzte Inklusion

+ A(>1)q(InFi),

ist fir g=1 trivialerweise eine Gleichheit, woraus tatsdchlich die
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Behauptung IﬂFi: I(d) folgt.
Wir setzen nun
<— =
Nng (1.a) (<D= 0
A

voraus. Der injektive Homomorphismus (%) liefert gr(NI)(<—1): 0.

Angenommen, es ware dennoch NI(<—1)¢ 0. Sei dann gGNI ein ein von

Null verschiedenes homogenes Element von einem Grad k< -1. Wir

setzen fiir alle AeA S, = g(rk)e A/TI. Gilt dann fiir einen Multiindex
dez"” fiir alle reA (mit rA¢ 0 und SA¢ 0)
ord_ (r_.)+d« ord (s.) ,
FA A FA/I A
(FA/I sei die Bild- n- Filtration von FA)
so impliziert dies bereits ge FS . Es gibt ndmlich fir jedes xe€ IﬂEi
eine Darstellung x= ) h.r_ mit i% min (ord_ (r,)+ ord_. (h,)) und
AEA AA A FA A FA A
dies liefert
i+d« min (ord_ (r )+ d+ ord_ (h.))
N FA A FA A
« min (ord (s, )+ ordF (hA))
A A/T A
<
ordF ) hASA)
A/T A€l
= ordF (g(x))
A/T d
Insbesondere wird klar, daf es ein doe 7" mit gGFNO gibt. Da 0O« e;
fir alle Einheitsvektoren ei gilt, kann man dO so £1ein widhlen, daB
fiir alle AeA (mit rA¢ 0)
—ordFA(rA)e d0+[Nn (+)

eintritt. Die Gruppenstruktur auf 7" 1liefert nun, daf mit (Wn,«)
auch (d0+mn,«) relationstreu bijektiv zu (N,<) ist. Damit liefern

unsere Voraussetzung Uber die Beschaffenheit von FA und die Annah-

me g#0, daB es ein (im Sinne der Relation «) maximales d’ € d0+[Nn

mit gng gibt. gr(NI)(<—1): 0 sichert jetzt sogar gng . Es gilt
I

s s

also fﬁrIalle A€A (mit rA¢ 0 und SA¢ 0)

» M
d’ v« ord (s.)- ord. (r.)
FA/I A FA A

Wegen (+) gehdrt die rechte Seite zu dO+Wn. Man kann daher d’" durch

das nichstgriBere Element d° aus q)+ﬁl ersetzen, erhilt geﬁ' und
einen Widerspruch zur Maximalitdt von d . I
Damit ist auch der letzte Teil der Behauptung bewiesen.

Q.E.D.

(3.17) DEFINITIONEN
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Wie bisher bezeichne « eine Ordnungsrelation auf der Gruppe (Zn,+),
die mit der Gruppenoperation vertraglich ist und auf N' eine Wohl-
ordnung induziert.

a) Seien nun R ein Ring, H eine Filtration und F eine n- Filtra-
tion (beziiglich «) auf R. Wir werden sagen, F verfeinert H oder

F ist eine Verfeinerung von H, wenn fiur alle keN ein deN” existiert

mit
Fd: Hk.
b) Es seien L. ein Kdrper, Xl""’Xn Unbestimmte und
RO:: L[[zl,...,Xg]]. Die n- Filtration F auf RO mit
Fd: - (Xll.' o .Xnn)d« e,eG[Nn

fiir alle deN werden wir dann als (beziiglich «) monomiale n- Filtra-
tion auf RO bezeichnen.

Wir bemerken, daf3 jede Potenzreihe aus RO bezliglich qgner moggmia—
len n—- Filtration als Anfangsform ein Monom vom Typ er -...-Xnn

mit r€l hat. Dies ist der eigentliche Grund, weshalb wir uns fir

monomiale n—- Filtrationen interessieren.

Wir kommen nun zu dem bereits angekiindigten Satz. Er gestattet,
das Problem, ob fir RO:: L[[Xl""’xn]] und ein gewisses Ideal

I € R, die Beziehung N

oS Ro (<=1)= 0 besteht, auf die Frage

gr (I ,R.)
«—1)= . N . -
Nng(Ib’RO)( 1)= 0 zuriickzufihren, wobei das Ideal %)_ %) von
Monomen erzeugt wird. Hierbei ist H eine gewdhnliche monomiale

Filtration auf R ..

0
(3.18) SATZ
Es seien L. ein Kérper, X ,...,X Unbestimmte, R := L[[X ,...,X 1]
1 n 0 1 n
und IOS RO ein Ideal in RO. Der lokale Ring RO sei mit einer koend-
lichen, in (Xl""’xn) monomialen Filtration H versehen, wobei wir

ng(RO) als noethersch annehmen.

Weiter sei « eine mit der Gruppenoperation vertrdgliche Ordnungs-
relation auf (Zn,+) derart, dafl jedes Element dGZn einen unmittel-
baren Nachfolger besitzt und (Wn,«) relationstreu bi jektiv zu (N, <)

ist. F seil die bezliglich « monomiale n- Filtration auf RO' Wir set-

zen voraus, daB F die Filtration H verfeinert.

Wir fassen nun ng(RO)g L[Xl""’xn] als einen Teilring von RO auf.

69 RO sei das Ideal, das von allen Anfangsformen beziglich F
inF(iO)e ng(RO)S R . der Elemente i, €1 erzeugt wird. Ist dann

0 0 0
(<-1)= 0, so gilt auch N (<-1)= 0.

I

N b
ng(IO,RO) ng(IO,RO)
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Bewe is: Wir wollen Lemma (3.16) verwenden. Zunichst sei be-
merkt, daf3 die Relation « allen Bedingungen aus diesem Lemma genligt.
Wie setzen A:= ng(RO) und 1:= ng(IO,RO). Dann ist A ein noether-
scher graduierter Ring und I ein homogenes Ideal.

Im Sinne von L- Vektorrdumen gilt ng(RO)g L[X .,Xn]. Wir fassen

10

daher A= ng(RO) als einen Teilraum von RO auf. Sei fir alle deN

e e

FA.— F'n A

gesetzt. Da die Multiplikation von Monomen in A mit der in RO Uber-
einstimmt oder 0O liefert, sind die Fe Ideale in A und F, ist eine

A A
n- Filtration.

Die Ringe A= ng(RO) und ngA(A): grp (ng(RO)) sind isomorph,
denn sie stimmen beide als L- Vektorrdume mit L[X ,...,Xn] iiberein

1

und die Anwendung von gr verursacht nicht, daf3 zusatzliche Pro-

F

dukte von Monomen verschwénden. Insbesondere ist grp (A) noethersch.

Da die Ideale Fi von Monomen erzeugt werden und H eine monomiale

Filtration ist, ist FA vertraglich mit der graduierten Struktur auf

A= ng(RO).

Sei nun k€N eine beliebige natiirliche Zahl. Da die Filtration H auf
RO koendlich ist, gibt es dann ein deN derart, daR (Xl,...,Xn)dS Hk
gilt. D%es liefgrt fiir den graduierten Ring A= ng(RO), daf3 jedes
Monom X1 -...-Xnn mit a1+...+an> d in A(2k) liegt. Wir widhlen nun

eemn derart, daB (al,..,an)« e eintritt, sobald a1+...+an< d und

(al,...,an)e N gilt. Da F mogomiale n- Filtration ist, wird das

Tdeal FSS A nur von Monomen X, 's...eX " mit a,+...+a_> d erzeugt.
A 1 n 1 n

Insgesamt ergibt sich

e
S 2k).
FA_ A(>k)
Wir haben somit alle Voraussetzungen von Lemma (3.16) iiberprift.

Un die Behauptung N (<-1)= 0 abzusichern, wire zu zeigen,

ng(IO,RO)
daf3 N r (er (I_.R.).er (R )(<—1): 0 gilt. Untersuchen wir diesen
&y 18Ty o> Mo BT g

Normalenmodul. Der zu betrachtende Ring ist gr (ng(RO)),

F
was isomorph zu ng(RO) ist. Das zu betrachtende Ideal

grp (ng(IO,RO),ng(RO)) wird erzeugt von den Anfangsformen
bezuglich F (FA) der Anfangsformen beziiglich H der Elemente von %).
Nun ist F eine Verfeinerung von H, so daB es genigt, unmittelbar
Anfangsformen beziiglich F zu wdhlen. Der zu untersuchende Normalen-

modul ist also eigentlich N (<-1), dessen Verschwinden

ng(IO,RO)
vorausgesetzt war.

Q.E.D.

Zur praktischen Anwendung dieses Satzes sind zwei weitere Uber-
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legungen notwendig, namlich eine Konstruktion von Ordnungsrela-
tionen auf Zn, die allen Voraussetzungen des Satzes genligen, und

s

ein Verfahren zur Berechnung der Ideale 1

0 -
(3.19) BEMERKUNG

H sei eine in (Xl""’xn) quasi-homogene Filtration auf dem
lokalen Ring RO:: L[[Xl""’xn]]’ wobei das definierende n- Tupel
q= (ql,...,qn) nur rationale Komponenten enthidlt.

Dann gibt es eine mit der Gruppenoperation vertrdgliche Ordnungs-—
relation « auf (Zn,+) derart, daB jedes Element deZ" einen unmit-
telbaren Nachfolger besitzt, (Wn,«) relationstreu bi jektiv zu (N, <)

ist und die (beziiglich «) monomiale n- Filtration F auf R, eine

0

Verfeinerung von H ist.
Eine solche Relation erhdlt man wie folgt.
Fir (a,,...,a ), (b, ,...,b e 7" sei

1 n 1 n

&
(ay,.-,a )< (by,...,b )
genau dann, wenn

<
q1a1+ +qnan q1b1+ +qnbn oder

= = = <
Gaghe - *apa= dpbytee by und ay=by L8y =y g, 8<hy
fiir ein gewisses i€ {1,...,n+1} gilt. (Letzteres bedeute sinngemiR
fir i=1 a1<b1 , fir i=n+1 aIZbl,...,%lqu.)

Man konnte « als durch q bewichtete gradweise lexikographische
Ordnung bezeichnen.
B e weis der von € geforderten Eigenschaften: Nach Konstruktion

ist « eine mit der Gruppenoperation vertrdgliche Ordnungsrelation

auf (Zn,+). Der unmittelbare Nachfolger von (0,...,0) ist
(O,...,O,)(,—-----H:----1 ----- ex), wobei x die kleinste positive ganze Zahl mit
_nt exe 7 s&i. Die Gruppenoperation ibertragt dessen Existenz auf
alle dez”. Fur jedes CeR gibt es nur endlich viele (al,...,an)e N
mit q1a1+...+qnan< C. Folglich existiert eine relationstreue Bi jek-

tion zwischen (Wn,«) und (N,<). Sei k eine beliebige natlirliche Zahl.
deN" sei dann das beziiglich « kleinste Element mit q1d1+...+qndn> k.
Die Definitionen von H und F liefern Hk:Fd. Folglich ist F eine Ver-
feinerung von H.

Q.E.D.

(3.20) LEMMA
Sei « eine Ordnungsrelation auf (Zn,+), die mit der Gruppen-

struktur vertrdglich ist und fir die (Nl,«) relationstreu bi jektiv
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zu (N,<) ist. Weiter seien L ein Korper, Xl""’Xn Unbestimnmte,

RO:: L[[Xl""’xn]] und F die beziiglich « monomiale Filtration

auf R.. I_ sei ein Ideal in R. und s:= (s ,...,SN)G Rg ein Erzeu-

0 0 0 . .
gendensystem von IO. Desweiteren seien 1= (rf,.
je{1,...,k} homogene Syzygien von 1nF(s):: (1nF(S1)""’1nF(SN))€

J N
..,rN)G ng(RO) ,

€ ng(RO)N, die den Syzygienmodul von inF(s) erzeugen. (Wir be-

trachten ng(RO)g L[X .,Xn] als einen Teilring von R_.)

177 0

Dann sind folgende Aussagen adquivalent.
(i) inF(s) ist bereits ein Erzeugendensystem des Anfangsformen-—

ideals ng(IO,RO).

(ii) Es gibt n- Tupel hd= (hf,...,hﬁ)e Rg derart, daB in Ry
<rJ,s>: <hJ,s> fﬁrjalle j gilt, sowie mit gewissen ag,bie Wn die
a., b, .

Beziehungen hge F 1, Sie F bestehen, wobeil ag+bi (bezliglich «)

echt groBer ist als die Syzygienordnung von ) fir alle i und J-
Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, bilden die Syzygien rl—hl,...

.,rk—hk von s bereits ein Erzeugendensystem des Syzygienmoduls

von s.
(Es sei bemerkt, daB eine Syzygie r= (rl,...,rN)¢ 0 von inF(s)

homogen heif3t, wenn Tys- s Ty homogene FElemente von ng(RO) sind

und deg(ri)+ deg(inF(si)) unabhingig ist von i flir alle ie {1,...,N}

mit ri¢ 0 und inF(si)¢ 0. Dieses von i unabhdngige Element von N
heiBt Syzygienordnung von r.)
Bewedis: [He-1], Lemma (4.3) unterscheidet sich nicht inhalt-

lich, sondern nur in der Formulierung von unserer Aussage.

Q.E.D.
(3.21) BEMERKUNG
Ist 9 eine triviale Syzygie,
rJ= (0,...,0,in_(s ),0,...,0,-in_(s_),0,...,0)
. Fru™’, F'ov
mit r= in_(s ) und ri= —in_(s ), so ist die Bedingung (ii) fiir das
v F ' u u Fv
entsprechende j automatisch erfillt. Mit
h: = (0,...,0,-s +in_(s )J,0,...,0,s -in_(s ),0,...,0)
u F ' u v Fv
gilt ndamlich
<rJ,s>—<hJ,s>: <(0,... ’O’Su’o’ e ,0,—sv,0, .., 0), 8>

=0 .

(3.22) BEISPIEL

Es seien RO:: LI[X,Y,Z]] und BO:: RO/IO mit

IO:: (XZ,XY,YZ,Z3+XZ)
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Dann hat BO mit der (X,Y,Z3)— adischen Filtration auf RO

tial flache Deformationen. Insbesondere gilt fiir jeden flachen

nur tangen-—

lokalen Homomorphismus f: (A,m)—> (B,n) lokaler Ringe mit der Faser

(BO, no)
Hi> H' und e(B)> 3ee(A)
B/ A = -
Bewelis: Zeigen wir zundchst, daf %) nur tangential flache
Deformationen besitzt. Dazu wollen wir N (<=1)= 0 verifi-
3 ng(I ,RO)
zieren, wobeil H die (X,Y,Z )- adische Filtration auf R_. bedeute.

0
Offenbar fallt H mit der durch (X,Y,Z) definierten (1,1,%0— Filtra-

tion zusammen. Damit gibt es eine mit der Gruppenoperation vertrag-
liche Ordnungsrelation « auf Z3 derart, dafl jedes Element d€Z3 einen
unmittelbaren Nachfolger besitzt, (W3,«) relationstreu bi jektiv zu
(N,<) ist und die (beziliglich «) monomiale n- Filtration F auf R

eine Verfeinerung von H ist. Man wdhle nadmlich die durch (1,1,§J

bewichtete gradweise lexikographische Ordnung, wobei X2 Xl’ y2 X2

und 72 X3 angenommen sel. Wir fassen nun ng(RO) als einen Teilring

von RO auf und untersuchen das Ideal Ib, das von allen Anfangsformen

. . c . .
1nF(1O;€ ng(RO)_ RO der Elemente aus IO erzeugt wird. Wir wollen
16: (X7,XY,Y7,Z27) zeigen. Dazu ist die Bedingung (ii) von Lemma

(3.20) zu liberpriifen. (Man beachte, wegen (0,0,3)« (1,0,1) ist Z?
tatsdchlich die Anfangsform von Z3+XZ.) Wir erhalten die folgende

Tabelle.

Erzeugende von IO = X2 XY Y2 Z3(+XZ)
Erzeugende des Syzygienmoduls rl Y -X

(ohne triviale Syzygien) r2 Y -X

Es gilt <r1,s>: <r2,s>: 0, so daf3 man hlz h2: 0 setzen kann.

Aus Beisgpiel (3.12) ergibt sich N (<-1)= 0. Nach Lemma

gr (Ib,R )
(2.8) ist ng(RO) noethersch, so daE wir %atz (3.18) anwenden kdnnen

und N (<-1)= 0 erhalten.
ng(IQ’RO) 1
= > = > )=
Man stellt unschwer l(BO/H BO) 3 und l(BO) l(ng(BO)) l(RO/IO) 9

fest. Die von H auf BO induzierte Filtration ist separiert. Nach

Satz (3.6) gelten die behaupteten Ungleichungen.
Q.E.D.

(3.23) BEISPIEL

Es seien R.:= L[[X,Y,Z]] und B.:= R /I _ nit
2 02 2 2 2 .3 0 00
IO:Z (XT+YZ7, XY, Y +YZ ", XZ",Z27+YZ)

Dann hat B. mit der (X,Y,ZZ)— adischen Filtration auf R

0 o Dur tangen-—
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tial flache Deformationen. Insbesondere gilt fiir jeden flachen

lokalen Homomorphismus f: (A,m)—> (B,n) lokaler Ringe mit der Faser

(BO, no)
H1> H1 und e(B)> 4dee(A)
B/ A = -
Bewelis: Zeigen wir zundchst, daf %) nur tangential flache
Deformationen besitzt. Dazu wollen wir N (<=1)= 0 verifi-
5 gr (1,R)
zieren, wobel H die (X,Y,Z7)- adische Filtration auf R_. bedeute.

0
Offenbar fallt H mit der durch (X,Y,Z) definierten (1,1,%0— Filtra-

tion zusammen. Damit gibt es eine mit der Gruppenoperation vertrag-
liche Ordnungsrelation « auf Z3 derart, dafl jedes Element d€Z3 einen
unmittelbaren Nachfolger besitzt, (W3,«) relationstreu bi jektiv zu
(N,<) ist und die (beziliglich «) monomiale n- Filtration F auf R

eine Verfeinerung von H ist. Man wdhle nadmlich die durch (1,1,£ﬁ

bewichtete gradweise lexikographische Ordnung, wobei X2 X3, y2 X2

und 72 X1 (') angenommen sei. Wir fassen nun ng(RO) als einen Teil-

ring von R_ auf und untersuchen das Ideal 1), das von allen Anfangs-

0 0

formen in_(i_ )€ gr_(R )€ R_ der Elemente aus T, erzeugt wird. Wir
0 5 F 20 0 0

wollen 16: (X7,XY, Y7, X727,727) zeigen. Dazu ist die Bedingung (ii)

von Lemma (3.20) zu iiberpriifen.

Wir erhalten die folgende Tabelle.

Lfd. Nr. 1 2 3 4 5
Erzeugende von IO = X2(+YZZ) XY Y2(+YZZ) XZ2 Z3(+YZZ)§<rJ,s>
Erzeugende des rl -X E Y222
Syzyglenmoquls r2 2 x Ly
(ohne triviale 3 5 >
Syzygien) r -X i —XYZ
r 2 -y L0
ro z X i-xvz?
Alle <rJ,s> sind durch hJ im Sinne des Lemmas auszudriicken.
Wie dies geschieht, zeigt die folgende Tabelle.
Lfd. Nr. 1 2 3 4 5
Erzeugende von IO X2(+YZZ) XY Y2(+YZZ) XZ2 Z3(+YZZ)§<rJ,s>
Koeffizienten h1 22 ------ 1 —Yng ------------ % %
2 3.1 117
h —Z e YZ & Y%
3 - 1-Z2 i 5
h -Y i -XYZ
n? L0
h> -y _xvz”
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Man beachte hier, daB I%E—: 1+ Z+ % + ... eine Potenzreihe aus %
ist. Aus Beispiel (3.8) ergibt sich Ngr (I’ R )(<—1): 0. Nach Lemma
(2.8) ist ng(RO) noethersch, so daB wir Satzo(3.18) anwenden konnen

und N (<-1)= 0 erhalten.
ng(IQ’RO) 1
= > = )=
Man stellt unschwer l(BO/H BO) 2 und l(BO) l(ng(BO)) l(RO/IO) 8

fest. Die von H auf BO induzierte Filtration ist separiert. Nach

Satz (3.6) gelten die behaupteten Ungleichungen.

Q.E.D.
(3.24) BEISPIEL

Es seien RO:: ;[[XéY,g]] und BB:: Ro/iO ml;

IO:Z (XZ+YZ, 77, X +X'Y+YZ, XY +YZ, Y Z, Y +YZ)
Dann hat BO mit der (XZ,XY,YZ,Z)— adischen Filtration auf RO nur

tangential flache Deformationen. Insbesondere gilt fir jeden fla-

Faser (Bo,no)

1.3 .1 9

> e > e .
HB 1 HA und e(B) n e(A)
Beweis: Zuniachst zeigen wir, daB3 %) nur tangential flache
Deformationen besitzt. Dazu wollen wir N (<-1)= 0 iber-

gr (1 ,R.)

priifen, wobei H die (XZ,XY,YZ,Z)— adische %il%ra%ion auf RO bedeute.
Offenbar fallt H mit der durch (X,Y,Z) definierten (%xém,l)— Filtra-

tion zusammen. Damit gibt es eine mit der Gruppenoperation vertrag-
liche Ordnungsrelation « auf Z3 derart, dafl jedes Element d€Z3 einen
unmittelbaren Nachfolger besitzt, (W3,«) relationstreu bi jektiv zu
(N,<) ist und die (beziiglich «) monomiale n- Filtration F auf RO
eine Verfeinerung von H ist. Man wdhle nadmlich die durch 1----%—----,1)
bewichtete gradweise lexikographische Ordnung, wobei X2 X3, y2 X2

und 72 X1 (') angenommen sei. Wir fassen nun ng(RO) als einen Teil-

ring von R_ auf und untersuchen das Ideal 1), das von allen Anfangs-

0 0
formen in (io)e ng(RO)S RO der Elemente aus IO erzeugt wird. Wir

2 3 2 2

wollen I’'= (XZ,Z27,X ,XY,Y Z,Y3) zeigen. Dazu ist die Bedingung

0
(ii) von Lemma (3.20) zu iberpriifen.

Wir erhalten die folgende Tabelle.
Lfd. Nr. 1 2 3 4 5 6

Erzeugen— s XZ(+YZ) 22 X3(+X2Y+YZ) XY2(+YZ) YZZ Y3(+YZ)§ <rJ,s>

de von I i
o -

Erzeugen—- r  Z -X 'YZ

de des r2 X2 > E—YZZ

Syzygien-—
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moduls  ro Y2 -7 vOz-yz?
(o?n? r4 Y2 X §Y3Z
triviale 5 >
Syzygien) r Y -Z ‘0
ro v2 x> XV X747
r! -X N
8 X | -XYZ4Y7
r? Y 7 i-yz?

Alle <rJ,s> sind durch hJ im Sinne des Lemmas auszudriicken. Wie
dies geschieht, zeigt die folgende Tabelle.
Lfd. Nr. 1 2 3 4 5 6

s

Erzeugen— s XZ(+YZ) 22 X3(+X2Y+YZ) XY2(+YZ) YZZ Y3(+YZ)§ <, s>

de von IO . -
Koeffi- h y vz
zienten h2 y E—YZZ
o = y §Y3Z—YZZ
nt vz
h> Eo
n® —xv XY y XV X747
n’ y EYZZ
he —y 7)  XvZ4Y7
ho = E—YZZ

Aus Beisgpiel (3.10) ergibt sich N (<-1)= 0. Nach Lemma

gr (Ib,R )
(2.8) ist ng(RO) noethersch, so daE wir %atz (3.18) anwenden kdnnen

und N (<-1)= 0 erhalten.
ng(IQ’RO) 1
= > = > )=
Man stellt unschwer l(BO/H BO) 3 und l(BO) l(ng(BO)) l(RO/IO) 9

fest. Die von H auf BO induzierte Filtration ist separiert. Nach

Satz (3.6) gelten die behaupteten Ungleichungen.
Q.E.D.

Wir haben nun die Absicht, zu beweisen, daB sogar fir jeden lokalen

Ring BO:: RO/IO mit RO:: L[[Xl""’xn]] eine Filtration auf RO exis—

tiert, mit der BO nur tangential flache Deformationen besitzt.

Es wird sich herausstellen, daB man diese gar (Xl""’Xn)d_ adisch
(deN) wihlen kann. Zur Vorbereitung bendtigen wir das folgende Lem-

ma, das die Situation, daB IO von Monomen erzeugt wird, behandelt.

(3.25) LEMMA

Es seien L. ein Kérper, X ,...,X Unbestimmte und R := L[[X ,...,X 1].
1 n 0 1 n

Das Ideal IO in RO werde von Monomen in Xl""’xn vom (iUblichen)
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Grade héchstens d (mit deN) erzeugt. Dann hat BO = RO/IO mit der

(Xl’ X ) — adischen Filtration auf RO nur tangential flache

Deformatlonen.

Beweis: Der Ring RO isB noethegsch. Wir konnen daher anneh-

men, endlich viele Monome X 1,...,X N mit |v1|< d, ..., |VN|< d
erzeugen IO. Wir wollen Ngr(IO,R )(<—1): 0 zeigen.
Es gilt gr(RO): L[Xl""’xn] als L- Vektorraum. Fir die Multipli-
kation ergibt sich hier
( W ro11s [|Z|]|+ [||M|] |= ||V:;H| | (%)
XV.X“:4 d
L 0 sonst ,
1
wenn man deg(X“): |ng ----- | beachtet. Offenbar vereinfacht sich (%) zu
d

Es seil bemerkt, dafl in den Fallen |u|: d bzw. |v+u|< d diese Bedin-
gung automatisch erfillt ist.

gr(IO,RO) wird von allen Anfangsformen der Elemente aus IO er—
ZSTgt, dagit von allen Monomen, die im Sinne von RO Vielfache von
X ,...,X sind. Um zu Vielfachen %@ Sinne von gr(RO) ibergehen
zu konnen, ist hierbei jedes Monom X ' durch all seine Vielfachen
vom Ublichen Grad d zu ergdnzen. Insgesamt ergibt sich, daB
gr(IO,RO) nur von Elementen der Grade 0 und 1 des graduierten
Ringes gr(RO) erzeugt wird. M bezeichne ein solches Erzeugeden-—
system.

Die homogenen Elemente von N r(IO’RO) des Grades 1 werden somit
gegeben durch Systeme G homogener Elemente von gr(RO) der Grade

1 und 1+1, fir welche die Implikation
< >= > < >
r,M 0 r,G>e gr(IO,RO)

besteht, wobei die Skalarprodukte und die Begriffe ”Grad” und
“homogen” im Sinne des graduierten Ringes gr(RO) zu verstehen sind.
Homogene FElemente von einem Grad kleiner als -1 fordern hier homo-

gene Elemente von gr(RO) von negativem Grad. Da diese nicht vor-

i <— = .
kommen, gilt Ngr(IO’RO)( 1)=0
Q.E.D.
(3.26) PROPOSITION
Es seien L. ein Kérper, X ,...,X Unbestimmte, R := L[[X ,...,X 1]
1 n 0 1 n

und IO ein Ideal in RO. Dann existiert eine natiirliche Zahl d>0

derart, daB B.:= R /I mit der (X ,...,X )d— adischen Filtration
0 0 0 1 n
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auf RO nur tangential flache Deformationen besitzt.

Bewe is: H(d) sei die (Xl""’Xn)d_ adische Filtration auf RO.

Wir wollen zeigen, dafl fir ein gewisses deN die Beziehung

<-1)= .
Ngr(I R )( 1)= 0 besteht

Sei & die durch (1,1,...,1) bewichtete gradweise lexikographische
Ordnung auf Z". Dies ist eine mit der Gruppenoperation vertragliche
Ordnungsrelation derart, dafs jedes Element deZ" einen unmittelbaren
Nachfolger besitzt und (Wn,«) relationstreu bi jektiv zu (N,<) ist.

F sei die (beziliglich «) monomiale n- Filtration auf RO' Dann ver-

feinert F die (Xl""’xn)_ adische Filtration und damit H(d) fir

Jjedes deN.

Wir fassen nun gr(RO) als einen Teilring von RO auf. IbS RO sei
. . c B

das Tdeal, das von allen Anfangsformen 1nF(1O)€ ng(RO)_ RO er

von Monomen erzeugt und zwar, da R

0 0
noethersch ist, von endlich vielen. deN sei speziell so gewahlt,

zeugt wird. Offenbar wird I

daf3 es mindestens gleich dem Maximum der {iiblichen Grade dieser

Monome ist. Lemma (3.25) liefert dann N , (<-1)= 0. Nach
TH(d (IO,R )
Lemma (2.8) ist ng(d)(RO) noethersch, so éa% wir %atz (3.18) an-
wenden konnen und N - (1_R )(<—1): 0 erhalten.
E'na) oo

Q.E.D.

(3.27) BEMERKUNG
An dieses Ergebnis schlief3t sich eine Reihe offener Probleme an.

Kann man zum Beispiel in irgendeiner Weise einen Uberblick iiber alle

in (Xl""’xn) quasi- homogenen (oder gar monomialen) Filtrationen
auf RO:: L[[Xl""’xn]] gewinnen, mit denen ein gegebener lokaler
Ring BO:RO/IO nur tangential flache Deformationen besitzt? Betrach-

tet man die quasi- homogenen Filtrationen, so erhdlt man eine nicht-
leere Teilmenge von RT . Hier ware die Frage nach deren Eigenschaf-
ten zu stellen. Ist sie zum Beispiel zusammenhdngend, glatt berandet
oder gar von Polyedern begrenzt?

Interessiert man sich fiir die Lech- Ungleichung, so sind nur Fil-
trationen von Bedeutung, bei denen die Filtrationsideale nicht zu
klein ausfallen. Man kann also natiirlicherweise die Frage stellen,
ob es in einem gewissen Sinne maximale (monomiale, quasi- homogene)
Filtrationen gibt, die die tangentiale Flachheit aller Deformationen
von BO noch sichern. Trifft dies zu, so wiAre zu untersuchen, ob es

endlich viele sind, da wohl nur dann deren Bestimmung von Interesse

(und tiberhaupt méglich ?) sein wird.
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Die Antworten auf diese Fragen missen hier offen bleiben.

(3.28) BEZEICHNUNGEN

Seien e= (el,...,en) ein n— Tupel positiver ganzer Zahlen, L ein
Kérper und Xl’ ., Xn Unbestimmte. Dann betrachten wir den lokalen
Homomorphismus

*1 ®n

o LI[X,,..., X 11— LIIX ,...,X1] , Xk X, ..., Xb X ,

1 n 1 n 1 1 n n

der die Identitidt auf L induziert. Der Einfachheit halber sei die
Bezeichnungsweise

(e)
&: Ro—é RO

eingefiihrt. Fiur eine formale Potenzreihe fe %) setzen wir

(e) (e)

f = &(f)e RO
Sei nun IOS RO ein Ideal. Dann bezeichne Iée) das Ideal in Rée) mit
(e) _ o (e)
IO = @(IO) RO
Ist BO:: RO/IO ein Faktorring, so sei
(e) _ _(e), (&)
BO : = RO /IO

gesetzt. Wir bemerken, daB Bée) eine verzweigte Uberlagerung von
BO ist. Ist schlieBlich F eine Filtation auf RO’ so seil F(e) die
Filtration auf R)" mit

(e)i‘

Fe 2 srl

fir alle ielN.

(3.29) SATZ
(Wir benutzen die Bezeichnungen aus (3.28).)
I sei ein Ideal in R.. Ferner sei auf R. eine in (X ,...,Xn) mono-—

0 0 0 1
miale Filtration F, fir die ng(RO) noethersch ist, derart vorge-

geben, daf
N (<-1)=0
ng(IO,RO)
gilt.
a) Dann gilt sogar fiir jedes n- Tupel e= (el,...,en) positiver

ganzer Zahlen

N (e) (e, (<-1)=0 .
ng(e)(IO ’RO )

b) Die positiven ganzen Zahlen dl’ RN dn seien so gewahlt, daf
1 dl dn

>
F2 (X1 s, X )
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gilt und F sei sogar endlich erzeugt. Dann gilt fir jeden flachen

lokalen Homomorphismus f: (A,m)—> (B,n) lokaler Ringe mit einer
(e) _ (e) (e) . _ . . . _
0 i RO /IO , Wobei e= (el,...,en) ein beliebiges n-Tupel
positiver ganzer Zahlen sei, fir die Hilbertreihen bzw. Multiplizi-

Faser B

tidten (im Sinne kanonischer Filtrationen)

e(B)> e(A)e —i .

n
Ist speziell I1(B /FlBO): dl."'.dn’ so gilt
1 1
2 .
HB HA

2 ... i
Ist l(BO) d1 dn’ so gilt
e(B)> e(A)

0

Beweis: a) Auf R'®’ betrachten wir die Filtration F S’ mit

0
(e)n _ n. (e) _ (e) . . o -
:= F RO . Der RO Modul RO ist frei vom Rang e ...l

also insbesondere flach. Wir erhalten

F

+
(e)): F(e)D/F(e)n 1

gr?(e)(RO

_ Fn-R(e)/Fn+1-R(e)

0 0
n (e) N+l (e)
=F®_ R /F ®_ R
nRO 0 . RO 0
e
= ®
ng(RO) RORO
. . (e) (e) .
= ®
Es erglbt ?1ch also ng(e)(RO ) ng(RO) R RO , das heiBt
ng(e)(ROe ) ist ng(RO)— frei und folglich der Homomorphismus
: R Rée) filtrierter lokaler Ringe tangential flach. Wir be-
trachten nun die Ringe Bée) und BO . Wir erhalten

(e)

0 )

(e),_ (e)
gFF(e)(BO )= gFF(e)(RO /1

_ (e) (e)
= ng(e)(RO /TRy )

_ (e) (e) (e)
= ng(e)(RO )/ng(e)(I R ’RO )

00

(e)

_ (e) o .
= ng(e)(RO )/ng(IO,RO) ng(e)(R ) (& tangential

0 flach)
Damit gilt
gr(e)(BS?)= gr_(R)®_ R’/ gr_(I_,R )e (gr_(R )o_ R’)
F 0 F~0 RO 0 F-"0 0 F~0 RO 0
(e) (e)
= & ® &
ng(RO) R RO / ng(IO,RO) or (R )ng(RO) R RO
0 (e) F( 9 0
e e
= ng(RO)®RORO / ng(IO,RO)®RORO
_ (e)
= ng(BO)®RORO (%)

Es sei bemerkt, daB wir unter anderem
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(e) (e)
. = ®
ng(IO,RO) ng(e)(RO ) ng(IO,RO) RORO

erhalten haben. Untersuchen wir nun die Normalenmoduln. Es gilt

N (e) (e)
ng(e)(IO ’RO )
(e) (e) (e)

(e))(ng(e)(IO ,RO ),ng(e)(BO

Hom ))
ng(e)(R

(e) (e)
,R
0

(e))(ng(e)(I R

(e)
ofo ),ng(e)(BO ))

Homng(e)(R

(e) (e)
= Ho (e))(ng(IO,RO) ng(e)(RO ),ng(e)(BO J) (& tangen

mng(e)(R

(e) (e)
= Hom (e)(gr (T _,R J)®_ R ,gr (B )e_ R
®
ng(RO) R RO F 00 RO 0 . F 0 RO 0
e .
(ng(IO,RO),ng(BO))®R RO (ng(IQ’RO) von endlicher
o) 0 Darstellung, da gr (RO)
e

N ®_ R ) noethersch)
ng(IO,RO) RO 0

) (siehe oben)

= H
omng(RO)

F

Da unsere Rechnungen die graduierten Strukturen respektieren, gilt
speziell

(e)
(<-1)= N (<-1)®_ R
0 ) ng(IO,RO) R, 0

und damit die Behauptung.

Nng(e)(Iée),R(e)

b) Teil a) liefert nach Satz (2.20), daB Bée) mit der Filtration
(e)

F nur tangential flache Deformationen besitzt. Weiter gilt nach
Konstruktion
e, d e d
FObL P k.
1 n

Damit liefert Satz (3.6) die Ungleichungen

l(B(e)/F(e)lB(e))

1 1 0 0
> .
Hp? Byt G o ed ee. s e und
1 n 1 n

l(Bée))

e(B)> e(A)e ,
d,e...ed eec_ e, . eec
1 n 1 n

wenn man beachtet, dafl die endliche Erzeugtheit von F liefert, daB
(e)

F (stark) separiert ist. Aus Aussage (%) ergibt sich dann
(e),_ (e)
l(BO )= l(ng(e)(BO z )
e
= l(ng(BO)®R RO )

l(BO)-elo...-en

Ebenso erhdlt man

(e) (e)lB(e)

(e)
l(BO /F

1
0 )= 1((BO/E BO) )
= l(BO/F BO).el."'.en
Dies liefert die behaupteten Ungleichungen. Die spezielleren Aussa-
gen sind trivial.

Q.E.D.

(3.30) BEMERKUNGEN

tial flach)
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Unsere hinreichende Bedingung fiir die tangentiale Flachheit aller
Deformationen iibertrdgt sich also in gewisser Weise auf verzweigte
Uberlagerungen. Dabei #ndern sich die Koeffizienten der Lech- Un-
gleichungen, die wir nachweisen kdnnen, nicht. Insbesondere erhilt
man aus Jjedem unserer Beispiele (und auch aus jedem Beispiel aus
[He-1], wo die Situation kanonischer Filtrationen behandelt wurde)
ganze Beispielserien. Satz (3.29.b) ist unser bestes Ergebnis {liber
Lech- Hironaka- Ungleichungen.

Zum Schluf3 sei bemerkt, dafS der Begriff der tangentialen Flachheit
von Homomorphismen filtrierter lokaler Ringe beim Beweis von Satz

(3.29) seltsamerweise als technisches Hilfsmittel auftrat.
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BEZEICHNUNGEN

#M Anzahl der Elemente der Menge M
N, Z, Q, R, C Menge der natiirlichen, ganzen, rationalen, reel-

len bzw. komplexen Zahlen, N= {0,1,2,3,...}
R+ Menge der positiven reellen Zahlen,

= {xeR: x>0}

lA(M) Linge des Moduls M iiber dem Ring A
1(A) 1= lA(A), Linge des Ringes A
(A,m) lokaler Ring mit dem maximalen Ideal m
FA’ F, ... oft: Filtration auf lokalem Ring A,

Multifiltration auf Ring A
(A,FA) filtrierter lokaler Ring A (mit Filtration FA)
ordF (x)= ord(x) := sup {deN: XGFd}, Ordnung des Elementes x im

A filtrierten lokalen Ring (A, F )

.= max {deN": XGF } (Maximum bezugllch einer

gegebenen Ordnungsrelatlon « auf 7" ),

Ordnung des Elementes x im Ring A beziglich

der Multifiltration FA
E, EA, E, ... oft: filtrierende Exponentenfamilie,

n
= i C
E (Ed)dem mit Ed_ N
d, _d+1 < . . .
gr_. (A)= gr(A) = @ F /F , assoziierter graduierter Ring zum
FA deN A" A
filtrierten &okalen Ring A
d,.d < . . . .
@®
=&\ FA/FA , assozlierter multigraduierter Ring
zum Ring A bezliglich der Multifiltration F

A

d®NFdM/F2 1M, assoziierter graduierter gr(A)-

Modul zum A- Modul M (A filtrierter lokaler Ring)

gr_. (M)= gr (M)
FA

d®Nn FdM/F M assoziierter multigraduierter

gr(A)- Modul zum A- Modul M
(A mit Multifiltration FA versehener Ring)

grp (I,A)= gr(1,A) Kern der natiirlichen Abbildung g (A)—ég%? (A/1),

A Anfangsformenideal (F (Multi-) FéltrationAauf A)

(
in_, (x)= in(x) := 4 (x mod F ) falls d:= ord(x) endlich

F A
A { 0 sonst

Anfangsform von X im filtriertenvlokalen Ring A
(



:= 4 (x mod Fi ) falls xe Fi\Fi mit deN"

v
{ 0 falls fiir kein deN' xe Fi\Fi gilt
Anfangsform von x im Ring A bezliglich der

Multifiltration FA

FM oft: Filtration, Multifiltration auf Modul M
gr_. (M)= gr (M) 1= @ Fd/Fd+1, assoziierter graduierter gr_ (A)-
FM deZ M M FA
Modul zum A- Modul M (A filtrierter lokaler Ring)
d .. . .
1= @
a&m FM/FM , assozlierter multigraduierter

grp (A)- Modul zum A-Modul M

(A mit Multifiltration FA versehener Ring)

« oft: Ordnungsrelation auf Zn,

fir Multifiltrationen bendtigt

a’ fir dGNn, unmittelbarer Nachfolger beziiglich «
von d in N"

at fir dGZn, unmittelbarer Nachfolger beziiglich «
von d in Z"

(BO,yO,E) monomial filtrierter lokaler Ring;
BO lokaler Ring, E filtrierende Exponentenfamilie,
Yo definierendes Tupel

A . d

A —<£immA/F'A,
Vervollstandigung des filtrierten lokalen Ringes A

AN

A Vervollstandigung im Sinne der kanonischen Fil-
tration des filtrierten lokalen Ringes A,
Filtrationsideale entsprechend vervollstandigt

Gd: G(d) d- ter homogener Bestandteil des graduierten
(multigraduierten) Ringes G

deg(x) Grad des homogenen Elementes x im graduierten
(multigraduierten) Ring bzw. Modul

Mlel fiir graduierten Modul iber graduiertem Ring:
Verschiebung der Grade um e

HA’ Hi Hilbertfunktion, i-te Summentransformierte

der Hilbertfunktion (i€eN) des filtrierten

lokalen Ringes A, H,,H.: N->N mit
d d _d+1 A é i+1 d i
Hy(d):=1,(F,/F "), H:=H, H "(d):= jZOHA(J)

Funktionen H: N->N werden oft identifiziert mit



eI(A)

e(A)
dim A

n»0

N(<k)

Soc(A)

rad(7I)

ker(f),
im(£)

coker (f),

assoz%ierter formaler Potenzreihe

H= ) n(a)tde z11T1]
d=0
fiir H,H : NN bedeutet H(d)< H (d) fir alle deN

Hilbertpolynom, i-te Summentransformierte

des Hilbertpolynoms (i€N) des 1- adisch

i .
. 3 hA,hAG Q[T] mit
hA(d)= HA(d), hA(d): HA(d) fiir d»0 (fir jedes i)

filtrierten lokalen Ringes A,

Multiplizitat des Ideals I im lokalen Ring A,
Koeffizient von hi bei X" ist eI(A)/n! mit

n:= dim A

1= em(A), Multiplizitdt des lokalen Ringes (A,m)
Dimension des lokalen Ringes A

(z.B. Aussage gilt fir) alle n mit n>N

fir ein gewisses NeN

(z.B. Supremum einer Menge reeller Zahlen)

ist endlich

= HomR(I,R/I) fiir Tdeal T im Ring R ,

Normalenmodul (vgl. aber Konstruktionen

aus Definitionen (2.12))

.= N/ &
T d=k

.. . . - s
tiber graduiertem Ring R de[NR(d) ,

N(d) fir graduierte Moduln N:ngN(d)

N(<k)z

@ —
d<kN(d) als R(0)- Moduln

Isomorphie von Ringen, Moduln
Polynomring in n Unbestimmten iiber dem Ring A

Potenzreihenring in n Unbestimmten iber dem

Ring A
:= {x€R: xI= (0)} fir eine Teilmenge I des
Ringes R, Annihilator von I

Ann(m), Sockel des lokalen Ringes (A,m)

{xeR: x"el fiir ein nelN} fir ein Ideal 1

im Ring R, Radikal von I

Kern, Kokern bzw. Bild des Homomorphismus f

von Moduln iber einem Ring



sR

<h, r>

<A, r>

in(r)

(0:t)

(a mod 1)

(e)

fir einen Ring R und s€ [[ R
AEA
(A beliebige Indexmenge)

das von den Komponenten von s erzeugte Ideal

fir einen Ring R, he ® R und re [[ R

(A beliebige Indexmeégé) ASh

=y hArA (falls A endlich, ibliches Skalarprodukt)
AEA 1 n

1= (s ,r>,...,<s ,r>) fir r= (rl,...,rn) und

Matrizen A mit den Zeilen sl,...,sn

= (in(r,)), ; fur r= (r,), ;€ T R und

filtrierten lokalen Ring R iel
= x2M, )

1 n
fir X= (Xl""’xn) und a= (a(1),...,a(n))
:= a(1)+...+a(n) fir a= (a(1l),...,a(n))
das von den Elementen Xl""’xn im Ring R

erzeugte Ideal
:= Ann((t)) fiir ein Element t eines Ringes R

Restklasse von a in A/I

fir Ring A, a€A, T Ideal in A

bezeichnet mitunter (a mod I), wenn I aus

Kontext klar ist

max {n€N: n<x} fiir x€R, ganzer Anteil von x

x-[x] fiir x€R, gebrochener Anteil von x

falls e= (el,...,en) ein n- Tupel positiver gan-—

zer Zahlen,

®: LI[X,,..., X 1]1>LI[[X ,...,X 1] mit
e 1 n e 1 n
X, X, ... X »X "™ wird & R >R’ bezeichnet
% , 1 n n 0 0
£7:= ®(f) fir fe Ry
(e) (e)
.= o §| C i
19 ). QEIQ) ?O) £lr IO_ RO ein Ideal
e e e
B? ).— RO /IO falls BO— ROfIg . .
F ©° ist die Filtration auf ROe mit F' 57 := &(F )
falls F eine Filtration auf RO ist
Das durch (gl,...,gn)eRn reprisentierte Element

von NI: HomR(I,R/I) sei die Abbildung

<r,f>» (<r,g> mod 1) ,



falls diese existiert. Dabei wird das Erzeugen-
densystem f= (fl""’fn) des Tdeals T als gegeben

angesehen.
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