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MOGLICHKEITEN ZUR EFFEKTIVITATSSTEIGERUNG
ZWEIPHASIGER STICHPROBENINVENTUREN

J. Saborowski
Abteilung fiir Forstliche Biometrie und Informatik
Universitiit Gottingen

SUMMARY

Double sampling for stratification and for regression, respectively, are widespread tools
for reduction of time and costs in forest inventory. However, especially in large scale
inventories it is sometimes not reasonable to apply one regression model for the whole
area. Therefore we recommend the application of a combined sampling technique:
double sampling for stratification with single or double sampling for regression. This
technique allows individual regression models in all strata. The theorctical foundation
is given by a general expression of the variance in cases where the phase-one-sample is
stratified into I strata and a nearly arbitrary phase-two-sample is drawn to estimate the
strata means. This general case includes also the above mentioned combined sampling
techniques. Optimum sample sizes are developped and a comparison with conventional
double sampling for regression is carried out. Finally, variance and variance estimator
are developped for a special double sampling technique for regression and pps-sampling,
mentioned in the literature.

1. EINLEITUNG

Obwohl mehrphasige und mehrstufige Stichprobenverfaliren in der Stichprobentheo-
rie schon seit langem bekannte Techniken der Stichprobenerhebung sind, haben sie
im forstlichen Bereich erst mit dem zunehmenden Einsatz von Luft- und Satelliten-
bildern in der Waldinventur einen besonderen Aufschwung erfahren. Wenngleich eine
Kombination beider Verfahren mdglich ist, miissen sie begrifflich klar auseinander-
gehalten werden. Mehrstufige Verfahren sollen gegeniiber einfachen zufalligen oder
systematischen Stichproben durch eine Zusammenfassung von meist rdumlich zusam-
menhéngenden Objekten (z.B. Biumen) zu Klumpen (cluster) und Teilklumpen zu
ciner weniger zeitraubenden bzw. kostspieligen Stichprobenerhebung fithren. Mehr-
phasige Stichprobeninventuren profitieren dagegen von einfach bzw. preiswert zu erhe-
benden Zusatzinformationen (Hilfsvariablen), die eine reduzierte Erhebung der eigent-
lichen, kostspicligeren Zielvariablen bei gleichem Stichprobenfehler erlauben. Uber die
Darstellungen in den einschligigen Monographien zur Stichprobentheorie hinaus findet
man umfangreiche Informationen {iber mehrstufige und mehrphasige Stichprobenver-
fahren, speziell im Zusammenhang mit forstlichen Anwendungen, in FRAYER 1979,
JEYARATNAM w.a. 1984 und SABOROWSKI 1990.



Im deutschsprachigen Raum werden in jiingerer Zeit besonders zweiphasige Stichpro-
ben von verschiedenen Autoren auf ihre Tauglichkeit in Verbindung mit-Luftbilddaten
iiberpriift. WOLFF 1990 und KATSCH 1991 untersuchen zweiphasige Stichproben
zur Regressionsschiitzung, um mit Hilfe von Variablen, die aus dem Luftbild (1:6000)
gewonnen werden (z.B. die photogrammetrischen Variablen Ober- und Mittelhohe,
Kronenanzahl etc. und unterschiedlichste Transformationen davon), terrestrische Er-
hebungen auf ein MindestmaB beschriinken zu kénnen. Hohe multiple Korrelationen
zwischen Luftbild- und terrestrischen Variablen belegen die Wirtschaftlichkeit der zwei-
phasigen Regressionsschatzung im Fall des zugruude liegenden Datenmaterials aus dem
Hils (Weserbergland). KOHL 1990 berichtet iiber eine Pilotinventur im Kanton Tessin,
die die Anwendung zweiphasiger Regressionsstichproben wegen zu geringer Korrelatio-
nen zwischen Luftbildvolumen und terrestrischem Volumen nicht sinnvoll erscheinen
1aBt. Er sucht die Ursachen in einem moglicherweise ungiinstigen Luftbildma8stab
(1:25000) und dem kleinflichig stark variierenden Holzvorrat im Gebirgswald. Alter-
nativ wird jedoch ein zweiphasiges Stichprobenmodell zur Stratifizierung vorgeschla-
gen, in dem nach 5 Waldentwicklungsstufen stratifiziert wird. Es fiihrt bei geringen
Einbuflen in der Genauigkeit 2u erheblichen Kostencinsparungen.

Zweiphasige Stichproben, die Zusatzinformationen erheben, um sinnvoll zu stratifizie-
ren oder mit Hilfe von Regressionsschitzungen kostspiclige Messungen durch preis-
wertere zu substituieren, scheinen demnach erfolgversprechende Konzepte fiir groB-
riiumige Inventuren zu sein. In dieser Arbeit sollen beide Strategien, Stratifizierung
und Regressionsschiitzung, miteinander kombiniert werden, um einen noch wirtschaftli-
cheren Einsatz der fiir eine Inventur zur Verfiigung stchenden Mittel anzustreben. Wir
beschriinken uns hier auf die Darstellung und Diskussion der Ergebnisse. Einzelheiten
der notwendigen Beweise werden im Anhang dargestellt.

Zu diesem Zweck werden zunichst in kurzer Form die beiden grundlegenden zweiphasi-
gen Stichprobenverfahren skizziert, wie sie auch in den iiblichen Lehrbiichern zu finden
sind. Die Nomenklatur entspricht weitgehend derjenigen in COCHRAN 1977.

2. GRUNDTYPEN ZWEIPHASIGER STICHPROBENVERFAHREN

Wir unterstellen fiir dieses und die folgenden Kapitel, dafi das Inventurgebiet aus ge-
nau N Stichprobenecinheiten uy,...,un bestcht, die wir uns z.B. als wic auch immer
geformte Probeflichen, Probekreise oder auch Einzelbfiume vorstellen kénnen. Jede
dieser Stichprobeneinheiten sei durch einige quantitative (wic z.B. Luftbildmittelhche,
Beschirmungsgrad, terrestrisches Volumen etc.) oder auch qualitative Merkmale (Ent-
wicklungsstufe, Mischungsgrad, Exposition, etc.) charakterisiert, z.B. ’

Upy.en s UN N Stichprobeneinheiten
Yiy- - UN quantitative Ziclvariable
Tly..., XN quantitative Hilfsvariable

q1,.--,4N qualitative Hilfsvariable



Weiter sei

1 N 1 N
V' — - . 2 _ ‘_)’,’—2
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i=1
und durch die qualitative Hilfsvariable ¢ werde das Inventurgebict in in,sgesamt L
Straten aus je Nj (h = 1,...,L) Stichprobeneinheiten eingeteilt (N = Y p=1 Nn), in
denen
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Mittelwerte und Streuungen der Straten bezeichnen.

T i = V)i = X) T (s = Tadens = Xn)
= % N ¥ = N, \ Ny : S
\/Z?Ll(ye - ¥)? Ticy (=i — X)? \/Z;:"x(yhj = Ya)? Tl (zns — Xa)?

sind die Korrelationen zwischen z und y im gesamten Inventurgebiet bzw. in den
einzelnen Straten.

a) Zweiphasige Stichprobe zur Stratifizierung

Hier wird zuniichst (Phase 1) eine einfache Zufallsstichprobe vom Umfang n' ohne
Zuriicklegen aus den N Einheiten des Inventurgebietes gezogen. Sie wird wie iiblich
der Einfachheit halber von 1 bis n' durchnumeriert

U, U2y e. .y Un!
An dieseh Stichprobeneinheiten wird das Merkmal ¢ ermittelt

91,925+ 5qn’

(z.B. dic Entwicklungsstufe aus dem Luftbild), um sic den L unterschiedlichen Straten
zuzuordnen. Die Anzahl n), von Stichprobencinheiten, die so demn Stratum h zuge-
ordnet werden, ist demnach cine zufillige Grofle, wihrend n' = Z:{=1 n}, natiirlich
cin fest vorgegebener Stichprobenumfang ist. Der Anteil wy = nj, /n' cines Stratums
I an der Stichprobe schiitzt den Anteil W;, = N3 /N dieses Stratums am gesamten
Inventurgebict erwartungstreu.

Aus den n}, Stichprobencinheiten jedes Stratums h wird nun eine weitere Stichprobe
(Phase 2) zufallig und ohne Zuriicklegen ausgewihlt, deren Umfang ny vor der Erhe-
bung anteilig festgelegt werden muB. D.h. genauer, daf die Verhiltnisse

. Np
Viyeooy VI, mit vy = —
?

U
festgelegt werden, so daff 0 < v, < 1. np, kann also hichstens gleich n}, sein. Lediglich
an diesen Teilstichproben wird das (kostspielige) Merkmal y ermittelt, also z.B. das
terrestrische Volumen.
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‘Dann kann ¥ durch

L L , nh
372,:=Ewh-!7h = Z e ZJIIJ
h=1 h=1 h =1
geschitzt werden, und es gilt Efj, = ¥ und
1 2 "V]. 2 1
Varjoe = n—(l - -—)s + Z 52 (;; ~1) @2.1)

{ist ist also cin erwartungstreuer Schitzer fiir den Gesamtmittelwert mit der Varianz
(2.1). Letztere kann durch

L
- N-1 nh—1 np—1\ws}
v(f2s1) = N h—x("’—l - N—l) - + N(n’ th(yh fi202)’?

ebenfalls erwartungstreu geschiitzt werden.

b) Zweiphasige Stichprobe zur Regressionsschitzung

An den n' Stichprobeneinheiten der Phase 1 wird bei diesem Verfahren an Stelle von
g die quantitative Hilfsvariable z ermittelt

UL, Uy ..., Uy

T1y T2y 00y To?

In der Phase 2 wird an einer Teilstichprobe vom Umfang n < n', die ebesifalls ohne
Zuriicklegen aus den n' Einheiten der Phase 1 gezogen wird, die Zielvariable y erhoben.
Diese Teilstichprobe dient dann zur Schitzung der Parameter eines linearen Regres-
sionsmodells mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate, so da8 fiir jede der n'
Stichprobencinheiten der Phase 1 eine Schitzung

i =9+ b (zi-3%)
des Merkinalswertes y; erfolgen kann, in der

E.-l(y- j)(zi — %)
Z:-l(z' -z)?

verwendet wird. Z und § sind die Mittelwerte iiber die n Einheiten der Phase 2. Dann
liegt es nahe ¥ durch

n
. R P = =
Yar = 'E_ i = §+ 03 — %)

zu schiitzen. &' ist der Mittelwert iiber alle n’ Einheiten der Phase 1. Es gilt E o1, & Y

und
s0-p) , 5% S
n n! N

Var jor, ~ (2.2)



wenn 1/n klein gegeniiber 1 d.h. n groB ist. #air hat einen Bias, der von der Ord-
nung 1 ist, d.h. der wie 1/n gegen 0 konvergiert. Er ist besonders klein, wenn die
Annahme eines linearen Zusammenhangs zwischen y und der oder den quantitativen
Hilfsvariablen zutrifft. Der Stichprobenfehler kann durch

$2(1 — r?) N 2p2 g2
n n' N

U(gﬂr) =

geschiitzt werden. Hierbei sind s? und r die empirische Varianz von y und der empiri-
sche Korrelationskaeffizient auf der Basis der n Einheiten aus Phase 2.
1 .

Wird in 172;; statt der einfachen eine multiple Regression verwendet, so sind statt p
und r die entsprechenden multiplen Grofien zu verwenden. Unter Umstinden muf der
Stichprobenfehler (2.2) gemi8 COCHRAN 1977, (12.57 ) korrigiert werden.

Die zweiphasige Regressionsschitzung hingt stark von der Ausprigung des linearen
Zusammenhangs zwischen der Zielgrofie und den Hilfsvariablen ab. Insbesondere wenn
in Straten, in die das Inventurgebiet zerlegt werden kann, unterschiedliche Zusam-
menhange bestehen, die im gepoolten Datenmaterial nicht erkennbar sind, wic z.B.
einfache Niveauverschiebungen (Abb.), d.h. ungleiche Konstanten im linearen Regres-
sionsmodell, kénnen individuelle Regressionsschiitzungen in diesen Straten zu einer
cffektiveren Inventur beitragen.
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Abb.: Drei simulierte zweidimensional normalverteilte Stichproben (z;,yi) vom Um-
fang n = 10 mit p = 0.8, S? = 1.1, S? = 0.7. Die Erwartungswerte sind (3,2),
(4,4) und (5,6).
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Aus dieser Idee entstanden die kombinierten Schiitzverfahren des vierten Kapitels.
Im dritten Kapitel wird ein iibergeordnetes Ergebnis formuliert, mit dessen Hilfe die
Stichprobenfchler fiir die spiter folgenden kombinierten Verfahren abgeleitet werden
kénnen.

3. ALLGEMEINERE ZWEIPHASIGE STICHPROBEN ZUR STRATIFI-
ZIERUNG

Wir unterstellen einmal, da mit der Bezeichnung Y irgendein nicht ndher spezifi-
zierter Schiitzer gemeint ist, der bei gegebener (Phase 1)-Stichprobe uy,...,u, ein
erwartungstreuer Schitzer fiir den Mittelwert des Merkmals y der in dieser Stichprobe
enthaltenen, zu Stratum & gehorigen Einheiten ist, d.h.

ny
E(Y;. | Phasel) = L Z Yhj
ny, =
Mit
L E-Y
F2at,ally = thYh
h=1
gilt dann namlich
Egzal,allg =Y (31)
— 1 n' 2 L 2 L
Var fast oy = ;1-,(1 - jv-)s +E ;.Z-ll-v" Var(¥y | Phase1) (3.2)

Dabei ist Var(f’;. | Phascl) die (bedingte) Varianz dieses Schiitzers bei gegebener
Phase 1. Diese Darstellung zeigt, auf welche Weise man den Stichprobenfehler ciner so
allgemeinen zweiphasigen Stichprobe erhilt. Im Standardfall a) von Kapitel 2 ist 2.B.

ny

Va=gn=— Yhj

" j=]
1 n "h
v 72 - A
Var(Yy| Phasel) = ;;—,:(1 - -—-) 3 Z(Jh; i)’
_ 1 nh 12
Ty (1 "h) Sh

Die Berechnung des Erwartungswertes in (3.2) liefert dann nach einigen Schritten die
bekannte Formel (2.1). Ahnlich werden dic Ergebnisse des niichsten Kapitels ans (3.1)
und (3.2) hergeleitet.



34

4. KOMBINATION MIT EINFACHER REGRESSIONSSCHATZUNG

In diesem Kapitel wird Y als einfacher (cinphasiger) Regressionsschitzer angenom-
men. Dazu muB an den n’ Stichprobeneinheiten 1y, ..., tn der ersten Phase zusitzlich
zum Merkmal ¢ auch eine quantitative Hilfsvariable = aufgenommen werden.

Uyye oo Un!

q1y- -5 qn’

TyyeeeyTn!

q dient dann wieder der Zuordnung der Stichprobencinheiten zu L gegebenen Stra-
ten. Aus den Stichprobeneinheiten upy, ..., upn: jedes Stratums A wird anschliefend
. - . l.’l . 0 .
cine Teilstichprobe vom Umfang nj ohne Zuriicklegen ausgewihlt, wobei auch hier
wieder der Stichprobenanteil vi = ny/n}, vor der Erhebung fixiert werden mufi. An
dieser Teilstichprobe wird das Merkmal y erhoben, so daf sich hier fiir jedes Stratum

individuelle Regressionsparameter by schitzen lassen. Mit
Y =g + ba(, — Zn)

kann der Mittelwert ¥ dmm durch

L

Poatr = Ewh Y
h=1

geschiitzt werden. Dabei sind ), und #j die Mittelwerte aus den nj, Stichprobenein-
heiten des Stratums A und aus der daraus gezogenen Teilstichprobe vom Umfang ns,
und

Tk (yni — Gn)(xns — Zn)

by = -
imy(Tng — Zn)?

Bei gegebener Phase 1 lassen sich die bekannten Ergebnissc iiber Regressionsschatzer
verwenden, so daB hier gilt

i
LU

E (f}" |Phasc 1)~ '“11" thj Var (f’;.']’hasc 1) = 1-vh g2

b (1 - 14

P z
Der bekannte Bias der Regressionsschiitzer und von deren Varianzapproximation (siche
COCHRAN 1977) iibertragt sich dann natiirlich auch auf den kombinierten zweipha-
sigen Schiitzer §2,¢,1r. Es gilt _

E g2st,lr =Y

) 1/, » Lw. /1
Var fasetr & 7—17(1 - —ﬁ)sz + :.Z — (,7,’ - 1) S2(1 - pt) (4.1)
=]

und der Stichprobenfebler Var fzsur kann durch

L
- " wp (1
o(Fauir) = v(@asr) = Y o (5= 1)shrh (4.2)

h=1



35

geschitzt werden. In den Formeln (4.1) und (4.2) bedeuten pj die Korrelation zwischen
z und y iiber'alle Ny Einheiten und ry die aus den ny Stichprobeneinheiten geschatzte
Korrelation in Stratum h. ]

Offensichtlich hat dieses zweiphasige Verfahren, das die Stratifizierung mit individuel-
len Regressionsschiitzern in den Straten kombiniert, einen gegeniiber dem bekannten.
zweiphasigen Verfahren aus Kapitel 2.a) um den Betrag

Var faut — Var i ~LW"(-1—1)3” (4.3)
arYst — V ar Yaselr ~ g ' \vn - PR .
geringeren Stichprobenfehler, dessen Gréfie von der Straffheit des Zusammenhangs
zwischen z und y abhiingt. Es darf dabei aber nicht vergessen werden, dafl diese Ver-
ringerung des Stichprobenfehlers bei sonst iibereinstimmenden Stichprobenumféingen
n' und n; durch den zusitzlichen MeBaufwand erkauft wird, der mit der Erfassung
der Variablen z verbunden ist. Dennoch ist zu erwarten, daf} bei hinreichend hoher
Korrelation und Kostendifferenz fiir die Erhebung der Merkmale 2 und y bei gleichen
Gesamtkosten ein geringerer Stichprobenfehler moglich ist. Mit der Frage der fiir diese
Zielsetzung optimalen Stichprobenumfinge wollen wir uns nun befassen.

5. OPTIMALE STICHPROBENUMFANGE FUR Fast,lr

Als optimale Stichprobenumfinge bezeichnen wir diejenige Festlegung von n'-und v, =
np/n}, die bei vorgegebenen Kosten den Stichprobenfehler (siche (4.1)) oder umgekehrt
bei vorgegebenem Stichprobenfehler die Kosten der Inventur minimiert. Die Kosten
ciner zweiphasigen Inventur, wie sie in Kapitel 4. beschricben wurde, setzen sich aiis
den Kosten ¢ fiir die Zuordnung einer der n' Stichprobeneinheiten zu cinem der L
Straten und den Kosten ci(z) bzw. ci(y) fiir die Erhebung des Merkmals x bzw. y im
Stratum ) zusammen,

L L
C =c'n' + Z ca(2)n), + Z en(y)nn
h=1 h=1

L L
=n'(c' + Z cn(z)wy + Z c;.(y)V;.w,,)
h=1 .

h=1

Sind die cinzelnen Kosten unabhiingig von den Straten, so gilt demnach

L
C=n' (C' +e(z) +ey) D _”"w")
h=1

Beide Formulierungen der Gesamtkosten sind aber zufiillige Gréfen, da auch die Stich-
probenumfénge nj, und np zuféllig sind. Deshalb arbeitet man statt dessen in der
Planungsphase mit den zu erwartenden Kosten

L L
EC=1n (c' + Z ca(2)W,, + Z ch(y)uhlth)
h=1 hz=]



bzw.

L
EC=n' (c' + ¢o(z) + ¢c(y) Z V;.!'V;.)
h=1

Mit Hilfc der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhilt man als Lésung der Miniinie-
rungsaufgabe

. by When(z) | 531 —p})

R R T T
und n' ergibt sich aus den vorgegebenen zu erwartenden Kosten gemif
' EC

c + Zfﬂ Wi (en(z) + en(y)vn)

oder aus der vorgegebenen Var fiast,ir gemaf

814 Th Wa( - 1)S31 - p)

Va

Var gzu,lr + (SQ/N)

n' =

Die durch diese Wahl von n und der vy, errcichte minimale Varianz ergibt sich ebenialls
aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung als

1 [ "y . o
(Var stt.lr)min =EE ( d+ Z thh(I) : .
2 §?
- SoWsi - )+ S W /fawsta - ) - F

6. KOMBINATION MIT ZWEIPHASIGER REGRESSIONSSCHATZUNG

Im Unterschied zu dem in Kapitel 4 beschriebenen Verfahren wird hier die Hilfsvariable
=z erst nach der Stratifizierung der Stichprobe aus Phase 1 und nur an Unterstichproben
vom Umfang np = van) aus den Straten erhoben.

UhLyerevnnnns » Uhn, (Stichprobe aus Siratum h)
URLy e+ vy Uhop (Teilstichprobe)
Thise -y Thny (Hilfsvariable)

Die Ziclvariable y wird wiederum an einer Teilstichprobe von upy,..., Ukn, des Um-
fangs n} = yjn, ermittelt. Samtliche Stichproben und Teilstichproben werden wie
bisher ohne Zuriicklegen gezogen, und die Stichprobenfraktionen v, und vy liegen
zwischen 0 und 1 mit der Zusatzforderung, daf8 np und njy grofer als 1 sind, damit
Varianzschitzungen moglich sind. Insgesamt haben wir es nun mit einem dreiphasi-
gen Verfahren zu tun, dessen crste Phase der Stratifizierung dient, wihrend in den
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Phasen zwei und drei‘ je Stratum eine zweiphasige Regressionsschitz’ung bei gegebener
Stichprobe der Phase 1 durchgefiihrt wird.

Als Schitzer ?;., gemiB Kapitel 3 wird hier der zweiphasigé Regressionsschitzer
Y=g + bi(2n - 7})

verwendet. Dabei sind £y, und z} d1e Mittelwerte aus den nj Stichprobeneinheiten des
Stratums h, an denen die Hllfsvanable ermittelt wurde, und aus der daraus gezogenen
Teilstichprobe vom Umfang n}, (entsprechend #}), und .

by = Zikalom = 9)(ans — 23)

21—1(“1 - ;)

Mit den fiir grofie n}; giiltigen Formeln

1
1 " - 1201 _ 12 12,02 2
E(Yh I Phase 1) ~N — th’ Var (Y'I | Phase 1) s sh ( - rh + sh rh S'I
hoj=1 ny nh n;,

(siehe (2.2)) ist dann der Mittelwertschitzer
Jas2,lr = Z wh Y
h=1

((3.1) und (4.1) entsprechend) annéhernd erwartungstreu, und seine Varianz ergibt
sich nach weiteren Schritten als

2
Var fizan,ir & (1 - ___)52 + Z (Sl.(l Ph) L - S,z,) (6.1)
Vh

Vth

Sie kann durch

v(ym 21r) = v(yzu) + z (Vh )M (62)

vy -

geschitzt werden. In Formel (6. 2) ist r,. die empirische Korrelation zwischen z und y
iiber die n} Einheiten der Phase 3, s3? die Streuung der y-Werte derselben Einheiten.

Vergleicht man (6.1) mit (2.1) und (4.1), so ergibt sich

Wi ( 1 1) SE(1 - p¥) >0

Var faat2tr — Var oy = Z
n' Vh

h=1

L

. - W, 1 S31-p})
Var e = Var fasir Y | ok (( -1) B (2 1)siat) 20
R -

= n' Vh



Zusammen mit (4.3) ist damit eine Anordnung der drei Verfahren aus 2.a), 4. und 6.
nach Stichprobenfehlern méglich. Sie gilt, wenn in allen drei Verfahren mit gleichem n’
und gleichen vy, gearbeitet wird. In der Praxis wird man demgegeniiber natiirlich im-
mer anstreben, die aufwendigere Erhebung des Merkmals y soweit wie moglich durch
die Hilfsvariable z zu substituieren, um so ohne Vergrofierung. des Stichprobenfeh-
lers mit geringeren Kosten auszukommen. D.h. es muB in jeder konkreten Situation
geprift werden, ob 2.B. fiet,ir gegeniiber §a2,¢ mit kleinerem v}, und dadurch verrin-
gerten Kosten durch Nutzung von Hilfsvariablen dennoch einen vergleichbar kleinen
Stichprobenfehler erreicht.

Insbesondere aber konnen ff2,1,1r und fa,¢,21 in einer Situation wie sie in der Abbildung
von Kapitel 2 dargestellt ist kostengiinstigere Losungen ermoglichen als yair.

Fir v; = 1 dh n} = ns stimmen im iibrigen die Va{itmzen von Jase,2tr und fase
{iberein. Dies ist auch plausibel, denn in diesem Fall ist Y}, = §p und damit fae20r =
172.“-

7. OPTIMALE STICHPROBENUMFANGE FUR §2,t,21r

Wie in Kapitel 5 wird auch hier wieder nach Festlegungen von n', v und v} gesucht,

_die bei vorgegebenen zu erwartenden Kosten die Varianz von §j241,21r minimieren. c',
cu(z) und cx(y) sind schon von dort bekannt, und die Gesamtkosten bzw. deren
Erwartungswert sind

L L
C =c'n' + Z en(z)ng + Z cn(yny
h=1 h=1

L L
=n' (c’ + Z en(z)vpwn + Z c;.(y)u,‘,uhw;.)
h=1 h=1

L L
EC=n' (c' + Z en(@vn Wi + Z ch(y)ylzu,,Wh)

h=1 h=1

Dic gesuchten optimalen Stichprobenfraktionen sind

e [ aE L _1 [a@ 14
cen(z) S-S F_ WiS? PV ely) ok

. EC

¢+ 21?:1 cr(z)vaWh + Z,l,'=1 en(Y)viva Wi

und

falls E C, bzw.
2 L 52(1__ 2) S? 2
- S%+ Eh:l Wi (..h___.h_u;u: + —"—""u: - S,Zt) s

n
Var g?at,er + (S2/N) e den
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falls Var §j251,21, vorgegeben wird. Die mit dieser Wahl der Stichprobenunfiinge erzielte
minimale Varianz ist

(Var Yst ZIr)mm = EC(\/C’(52 ZWhSz)+

2
+ ZWh\/ en(z)SEo} + ZWh\/Ch(y)S (1- pf,))2 - %—

8. VERGLEICH VON #;, UND f,01r

Der Vergleich der Varianzen der bekannten zweiphasigen Regressionsschitzung (n'-mal
Hilfsvariable z, davon n-mal auch Zielgrofle y) einerseits

52(1—p2)+52p2 __5_'_2_
n n' N
Szl— 1 1 52(p* -1

Var i, =

= L(-B)s+(G-p)sa-»

und der mit einer einfachen Regressionsschitzung kombinierten zweiphasigen Stratifi-

zierung andererseits mit
L L
! !
E n,=n E np=n
h=1 h=1

also gleichen Stichprobenumfingen fiir die Merkmale = und y und der Vereinfachung:

identische Stichprobenanteile v, = v = % in allen Straten

d.h.
- 1 2\ ez ) = Wi (1 2 2
Vargur = (1= 57) 87+ 2 w (G -1)sta-eb)
1 n'y .2 1 1y
-y () Smsio -
zeigt, daBl in diesem Fall
Var a1 > Var faseir &

L
S2(1-p%) > WiSi(1-ph) = Si(1-p})

h=1

Bei den hier vorausgesetzten Stichprobenumfingen sind natiirlich im Normalfall hohere
Kosten durely dic zusitzliche Stratifizierung zu beriicksichtigen. Aber je grofier der
Unterschied zwischen $?(1 — p?) und ‘dem iber alle Straten gebildeten Mittelwert



S2(1 — p?) ist, umso eher wird das kombinierte Verfahren bei gleichen quten e':incn
geringeren Stichprobenfehler haben, bzw. den gleichen Stichprobenfehler mit geringe-
ren Kosten erreichen. Dariiberhinaus wird z.B. bei der Wiederholung einer zu einem
fritheren Zeitpunkt durchgefiihrten Inventur haufig eine gewisse Anzahl als Stratifizie-
rungsmerkmal geeigneter Variablen bereits vorhanden sein, so daf} die Stratifizierung
keine weiteren Kosten verursacht,

In dem in der Abbildung von Kapitel 2 dargestellten Fall ergibt sich fiir die Gesamt-
population )

5%(1 - p?) = 3.82(1 — 0.77%) = 1.56

und fiir die einzelngn Straten
St e Si-4R)

1.04 052  0.76
276 079 104
093 079 035

Mit W, = N, /N = 1/L folgt daraus
SZ(1 - p2) = (0.76 4 1.04 + 0.35)/3 = 0.72

Bei etwa gleich grofien Korrelationen wie in der Gesamtpopulation habeén sich hier die
deutlich kleineren Varianzen S? in den Straten gegeniiber S = 3.82 durchgesetzt.

9. ZWEIPHASIGE REGRESSIONSSCHATZUNG FUR pps-AUSWAHL

Als Versuch zur Effektivititsverbesserung der zweiphasigen Stichprobe zur Regressi-
onsschitzung (siehe 2.b)) ist auch das Verfahren von KATSCH 1991 zu werten, das
dort als "Listenstichprobe” bezeichnet wird. Diescs Verfaliren verwendet die zweipha-
sigen Regressionsschitzungen

i=§+ b (zi— %) i=1,...,n

nach der notwendigen Normierung als Auswahlwahrscheinlichkeiten fiir eine weitere
pps-Auswahl von Probekreisen, in denen erncut die Werte des (terrestrischen) y-
Merkmals festgestellt werden. Wir betrachten hier wieder nur eine unabhéngige Va-
riable, wihrend dort ein multiples Regressionsmodell verwendet wird. Ein Vergleich
mit der konkurrierenden reinen zweiphasigen Regressionsschiitzung wurde bei Katsch
nicht durchgefiihrt, da kein Schatzer fiir die Varianz bekannt war.

Aus der (Phase 1)-Stichprobe mit Umfang n' wird also mit den Auswahlwahrschein-

lichkeiten . :
pg=+ i=1,...,n

E i=1 Yji

cine Listenstichprobe vomn Umfang no mit den Merkmalswerten y1,...,yn, gezogen.

In ihr k6énnen dann auch Stichprobeneinheiten enthalten sein, die schon in Phase 2 im

Rahmen einer einfachen Zufallsstichprobe ohne Zuriicklegen ausgewiililt wurden. Dicse

Listenstichprobe erméglicht die Schitzung des Merkmalsmittelwerts ¥ durch

1]

NIRRT VRN R v
r,pps = —=—ee— ) - j
n'omo = pi n' mo Ui = ’
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Der (bedingte) Erwartungswert des Mittelwertschiitzers fair,pps bei gegebener zwei-
_ phasiger Stichprobe ist offenbar
Zya

i=1
d.h. der Mittclwert der Einheiten der (Phase 1)-Stichprobe. Damit ist der (unbe-

dingtc) Erwartungswert gerade der gesuchte Mittclwert im Inventurgebict, und fa1r,pps
ist crwartungstreu, Die (bedingte) Varianz bei gegebener zweiphasiger Stichprobe ist

durch die Formel
Yi y'
n.’2 g 4 Zp. (p, )

gegeben (Y = Y0, y.), d.h. durch die Varianz der pps-Mittelwertschitzung fiir eine
Grundgesamtheit vom Umfang n'.

Bei der Varianzschiitzung darf aber nicht nur die Streuung der rcinen Listenstichprobe
beriicksichtigt werden, denn auch die vorausgegangene zweiphasige Stichprobe trigt
natiirlich zum Stichprobenfehler bei. Die Varianz von fiairpps setzt sich daher nach
einer bekannten Formel der Stichprobentheorie additiv aus zwei Komponenten zusam-
men

Var fairpps = Var E (fair,pps | Phase 11.2) + EVar (Gairpps | Phase 1u.2)

aus der Varianz des bedingten Erwartungswertes und dem Erwartungswert der beding-
ten Varianz von §air,pps. Daraus folgt also

Varj Vlnl E- LS~ (%
ar Yair,pps = ¥V ar ;7,—’ ;y. -+ -’? - — p'(;; - )

n
0 i=1

Der zweite Summand kann dann durch den Varianzschitzer fiir die pps-Listenstichprobe
geschittzt werden, der erste durch

1 N1 &
;ﬁ(l_%)n—lz;(yi—g)z
=

Denn dies ist die Varianzschitzung fiir den Stichprobenmittelwert ciner ohne Zuriickle-
gen gezogenen Zufallsstichprobe vom Umfang n' (darum handelt es sich bei ;%,— Z:'__'_] ¥i)
mit Hilfe ciner ebensolchen Stichprobe vom Umfang n, die hier aus Phase 2 vorliegt.
Insgesamt erhiilt man so den erwartungstreuen Varianzschitzer

no

) .
v(gﬂr'”’s) = ;7(1 n )n 1 Z(% J) 11'2 no(no - 1) Z( gﬂr’”’”)z

fiir dieses Verfahren.
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ANHANG
Beweis (3.1):

Bei gegebener (Phase 1)-Stichprobe st der bedingte Erwartungswert von §izs,aitg durch
L R L .
E(§st,attg | Phasel) = E (z wrYn |Phase l) = Z wy, BE(Yy | Phasel)
h=1 h=1
ny, n'

L 1 " 1< 1
I SES PVES SO OTIELS 0%
h=1 h j=1

h=1j=1 J=1

gegeben, so daf
1 "
E fhaatiatty = E E (fi2st,atty | Phasel) = E = -Zlyj =Y
J=

q.e.d.

Beweis (3.2):
Es ist

Var fiastatty = Var E (fast,ang | Phase1) + EVar (§2st,0tg | Phase1)
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mit ;
Var (f2at,altg | Phasel) = Z wi Var (f';. | Phasel)
h=1
und (siche Beweis (3.1))

Var E Phasel) = Var — E"’ L= —{1 7_1_’_ 52
7 (yh(,allg ' rase ) ar ey : ]u] = )
q.c.d.

Beweis (4.1):

Nach (3.2) und der bekannten Varianz des Regressionsschiitzers folgt

1-—
SN

1 n' L
Var (ffzst,1r) = ;(1 - I_\f>52 + E Z w?,
h=1

np

Der Erwartungswert wird wieder durch Einschaltung cines bedingten Erwartungswer-
tes, dicsmal bei gegebenen n), gebildet. Es ist also nicht die gesamte (Phase 1)-
Stichprobe gegeben sondern lediglich die Anzahl nj, der aus Stratum h ausgewihlten
Einheiten, so daB der bedingte Erwartungswert in jedem Stratum iiber alle cinfachen
Zufallsstichproben vom festen Umfang nj, gebildet wird. Mit nj, ist auch v, und damit
ny fest.

L L
1—-vw 11—,
B hZ__,wi "s',,’(l - 1-;,7) =F g E (w?,-—-——n 1 31’.2(1‘— 7-;‘2) | nhh=1,... ,L)

np h
L 1-v .
~ E Zwi - hs2(1 - pt) (nach Cochran 1977, 5.195)
h
h=1
A wp1— v L Wirl
_ Whl—Vhooy _ 2y MY N 201 _ A2
=FE ’; p— Si(l - pi) ,.z_:, Y (Y’h 1)Sh(1 Pi)

q.c.d.

Beweis (4.2):

Die Varianz von fiza 1 in (4.1) unterscheidet sich von Var fizee (siche (2.1)) um den
Ausdruck ’

S (L )sig *)

n' \wy

h=1
Nach Cochran 1977 (S.195) gilt auch

L L
‘_"ii_)22' - ~ 1"_"(_1___)22
E(hz::l = (Vh 1)siri |ng,h=1,...,L “,; o 1) Si.pk




so dafl
L w1
- E —-?-(——— - 1)3?,1?
1/
ot \m
annihernd erwartungstreu ist fitr () und damit

wy /1

L
oaaesr) = WFase) = 3 (o = 1) r}
h==1

anniihernd erwartnngstreu fiir (4.1).

q.c.d.

Beweis (6.1):
Nach (3.2) und der Varianz des zweiphasigen Regressionsschiitzers (2.2) folgt fiie grofie
nj, :

. 2,02
Var () » o (1= 5) 5+ B Zw (0= sy

!
ny . m,

und mit der gleichen Argumentation wie im Beweis von (4.1) crgibt sich

12

5121_1,12 3121.,2 s
Ewﬁ( h h )-l- h b A pl h=1,. L)

*
ng, ny n ,,

_,,,(5’(1—01.) h/’h_ﬁi)="’(sh(1—ph) Sieh _ g7)

n} ny ) 440 p

Beweis (6.2):
Der Vergleich von (6.1) nnd (2.1) zeigt, dal

W, S2(1 - p?
Varfjasizte = Varfize + Z h ( 1) Jﬁ_.ﬁ_l

L4
und die Smme anf der rechten Seite kann anndithernd erwartungstren durch

L *2
wy 1 -y )
> (-1

h=1

peschiitzt werden, denn wie im Beweis zu (4.2) gilt

(0 m A1 -1 Sy L SRO - pR)
L( ' ("h 1) Vh n,h=1,. L n' v} l) vh

q.e.d.



