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Nume r i c a l e x p e r i me n t s wi t h v a r i a n t s o f t h e QR/ QL a l g o r i t h m f o
me t r i c t r i d i a g o n a l e i g e n p r o b l e ma r e r e p o r t e d . Ac c u r a c y a n d t i

i s o n s a r e ma d e b e t we e n r o o t - f r e e a n d s t a n d a r d v e r s i o n s , b e t w

QL i t e r a t i o n s a n d s t r a t e g i e s f o r d y n a mi c a l l y s wi t c h i n g b e t we e
b e t we e n Wi l k i n s o n s s h i f t a n d t h e p e r f e c t s h i f t s t r a t e g y f o r t

Th i s wo r wa s s u p p o r t e d b y NSF Gr a n t No . ASC- 8 7 1 5 7 2 8 .

1



c o mpu t a t i o n . Ba s e d o n t h e s e r e s u l t s , LAPACK r o u t i n e s h a v e b e e n d

o p e d t o i n c o r p o r a t e t h e mo s t p r o mi s i n g va r i a t i o n s . Th e n e w r o u t

c o mpa r e d wi t h s i mi l a r EI SPACK r o u t i n e s .

est ro lems

Th e t e s t p r o b l e ms i n c l u d e a va r i e t y o f s ymme t r i c t r i d i a g o n a l ma t r

o f wh i c h a r e s t r o n g l y g r a d e d , wi t h d i a g o n a l e l e me n t s r a n g i n g o v

o r d e r s o f ma g n i t u d e , i n i n c r e a s i n g o r d e r , i n d e c r e a s i n g o r d e r , o
t o o t h " p a t t e r n a l t e r n a t i n g b e t we e n i n c r e a s i n g a n d d e c r e a s i n g . Te
1 , l a b e l l e d \ onstant i agonal , " i s t h e ma t r i x

T1 = t r i di ( �1 ; 2 ; �1 ) :

Te s t p r o b l e m2 , l a b e l l e d \ ra e f romSmal l to arge, " i s o b t a i n e d b y
mu l t i p l y i n g t h i s ma t r i x o n t h e l e f t a n d r i g h t b y t h e s q u a r e r o o t o f t
ma t r i x wh o s e e l e me nt s va r y f r o m1 t o 1 012 i n a g e o me t r i c p r o g r e s s i o n :

T2 = 1=2 T1
1=2 ; wher e ii = di�1 ; d = 1 012=(n�1) ; i = 1 ; : : : ; n:

Te s t p r o b l e m3 , l a b e l l e d \ ra e f rom arge to Smal l , " i s o b t a i n e d b y

mu l t i p l y i n g T1 o n t h e l e f t a n d r i g h t b y t h e s q u a r e r o o t o f t h e d i a g o n a l m
who s e e l e me n t s va r y f r o m1 012 d o wn t o 1 i n a g e o me t r i c p r o g r e s s i o n :

T3 = 1=2 T1
1=2 ; wher e ii = dn�i ; d = 1 012=(n�1) ; i = 1 ; : : : ; n:

Te s t p r o b l e m4 , l a b e l l e d \Sawtoot , " i s a g a i n o b t a i n e d f r o mp r o b l e m

mu l t i p l y i n g o n t h e l e f t a n d r i g h t b y t h e s q u a r e r o o t o f a d i a g o n a

Th e d i a g o n a l e l e me n t s g o f r o m 1 up t o 1 011 b y f a c t o r s o f 1 0 a n d t h e n f r o m
1 011 b a c k d o wn t o 1 b y f a c t o r s o f 1 1 0 . Th i s p a t t e r n i s r e p e a t e d u n t

e n d o f t h e ma t r i x i s r e a c h e d :

T4 = 1=2 T1
1=2 ; wher e

ii = 1 0( i�1) mod 12 ; i f [
i � 1

1 2
] i s even;
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ii = 1 011 �(( i�1) mod 12) ; i f [
i � 1

1 2
] i s odd:

Te s t p r o b l e m 5 , l a b e l l e d \ ore iagonall y omi nant Sawtoot ," i s

o b t a i n e d f r o m p r o b l e m4 by mu l t i p l y i n g e a c h d i a g o n a l e l e me n t o f T4 b y 1 0 :

T5 = T4 exc ept t hat T5( i ; i ) = 1 0 � T4( i ; i ) ; i = 1 ; : : : ; n:

Te s t p r o b l e m6 , l a b e l l e d \ e ata l e Sawtoot , " i s o b t a i n e d f r o mp r o b l e

4 b y s e t t i n g e v e r y t we l f t h s u b d i a g o n a l ( a n d s u p e r d i a g o n a l ) e l e me

T6 = T4 exc ept t hat T6( 1 2 i ; 1 2 i +1 ) = T6( 1 2 i +1 ; 1 2 i ) = 0 ; i = 1 ; 2 ; : : : :

Te s t p r o b l e ms 7 a n d 8 , l a b e l l e d \Ran om, " a r e s ymme t r i c t r i d i a g o n a l
t r i c e s wh o s e e n t r i e s a r e u n i f o r ml y d i s t r i b u t e d r a n d o m numb e r s b e
a n d 1 . Th e r e s u l t s o b t a i n e d o n t h e s e t wo p r o b l e ms a r e r e p r e s e n t a t i

o b t a i n e d o n a l a r g e r s a mp l e o f r a n d o mma t r i c e s o f t h i s f o r m.

ccurac ests

Ei g e n va l u e s c o mpu t e d b y t h e d i � e r e n t r o u t i n e s a r e c o mpa r e d wi t h t h e
s i n g u l a r va l u e s r e t u r n e d b y t h e LAPACK r o u t i n e DBDSQR [ 1 ] . Th i s r o
i s a b l e t o c o mpu t e s i n g u l a r va l u e s o f a b i d i a g o n a l ma t r i x t o h i g
a c c u r a c y , s o t h a t e v e n i f t h e s i n g u l a r va l u e s r a n g e o v e r ma ny o r d e r
n i t u d e i n s i z e ( a s t h e y d o i n ma ny o f t h e s e t e s t p r o b l e ms ) , t h e s m
we l l a s t h e l a r g e s t wi l l b e c o mpu t e d a c c u r a t e l y . Th e t r i d i a g o n a l

t e s t p r o b l e ms 1 t h r o u g h 6 a r e p o s i t i v e d e � n i t e , s o t h e i r b i d i a g o n a
f a c t o r s c a n b e c o mpu t e d , a n d t h e s q u a r e d s i n g u l a r va l u e s o f t h e c
Ch o l e s k y f a c t o r s wi l l a l s o a p p r o x i ma t e t h e e i g e n va l u e s o f t h e o r i g

t o h i g h r e l a t i v e a c c u r a c y [ 1 ] . I n p r o b l e ms 7 a n d 8 , a mu l t i p l e o f t

ma t r i x wa s a d d e d t o e a c h t r i d i a g o n a l t o ma k e i t d i a g o n a l l y d o mi n a n

p e r f o r mi n g i t s Ch o l e s k y f a c t o r i z a t i o n . Th i s mu l t i p l e wa s t h e n s
f r o m t h e va l u e s r e t u r n e d b y DBDSQR. I n t h e s e p r o b l e ms t h e e i g e n v

d i d n o t r a n g e o v e r ma ny o r d e r s o f ma g n i t u d e , s o n o s p e c i a l p r o c e d
n e e d e d t o o b t a i n h i g h r e l a t i v e a c c u r a c y .

Bo t h r e l a t i v e a n d a b s o l u t e e r r o r s i n t h e c o mpu t e d e i g e n va l u e s w

p o r t e d , b u t , a s wi l l b e s e e n , n o n e o f t h e QR/ QL me t h o d s c o n s i d e r e d h
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b e e x p e c t e d t o g i v e h i g h r e l a t i v e a c c u r a c y . We wi l l b e s a t i s � e d i f t

e r r o r s d i v i d e d b y t h e n o r m o f t h e ma t r i x a r e l e s s t h a n t h e p r o b l e

t i me s t h e ma c h i n e p r e c i s i o n � . Ei g e n v e c t o r s wi l l b e c h e c k e d b y c o

t h e r e s i d u a l n o r m, j j Tv � �v j j , a n d s e e i n g t h a t t h i s i s l e s s t h a n �

n o r mo f T . Re s u l t s r e p o r t e d h e r e a r e f o r t h e s i n g l e - p r e c i s i o n r o u t

s i mi l a r e x p e r i me n t s h a v e b e e n p e r f o r me d wi t h t h e d o u b l e - p r e c i s i o

Te s t s we r e r u n o n a S un - 4 , wh e r e t h e ma c h i n e p r e c i s i o n � i s 2�24 � : 5 9 6 e�0 7 .

iming ests an peration ounts

Ti mi n g s r e p o r t e d h e r e we r e o b t a i n e d o n t h e S u n - 4 . Wh e r e p o s s i b l e ,

a c c o mpa n i e d b y o p e r a t i o n c o u n t s o r i t e r a t i o n c o u n t s , wh i c h a r e l e

d e n t o n t h e p a r t i c u l a r ma c h i n e u s e d . I n mo s t c a s e s , d e c i s i o n s a b o
me t h o d t o u s e a r e b a s e d o n s u c h wo r k e s t i ma t e s r a t h e r t h a n o n a c t u
i n g s .

vs. terations.

I f t h e s ma l l e r e l e me nt s o f t h e t r i d i a g o n a l ma t r i x a r e l o c a t e d a t t
mi g h t e x p e c t f a s t e r c o n v e r g e n c e u s i n g t h e QL me t h o d t o a n n i h i l a t
s ma l l e l e me nt s � r s t ; c o n v e r s e l y, i f t h e s ma l l e r e l e me n t s a r e a t t

t h e n t h e QR i t e r a t i o n mi g h t b e e x p e c t e d t o c o n v e r g e f a s t e r . I f t h
s i z e s o f t h e t o p a n d b o t t o me l e me nt s c h a n g e d u r i n g t h e c o u r s e o f t h
t a t i o n , o n e mi g h t e x p e c t t o g a i n s o me a d va n t a g e b y s wi t c h i n g b e t w
a nd QR i t e r a t i o n s .

Th e EI SPACK r o u t i n e s I MTQL1 a nd TQLRAT u s e QL i t e r a t i o n o n l y .

I MTQL1 u s e s t h e i mp l i c i t QL a l g o r i t hm wh i l e TQLRAT u s e s a r o o t - f
v a r i a n t d e v e l o p e d b y Re i n s c h [ 3 ] . LAPACK r o u t i n e S STEQR ha s b e e n w

t e n b a s e d o n t h e s a me i mp l i c i t a l g o r i t hm a s I MTQL1 . LAPACK r o u t i
S STERF i s b a s e d o n a r o o t - f r e e a l g o r i t hm d e v e l o p e d b y Pa l , Wa l k e

Ka h a n [ 2 ] , wh i c h wi l l b e d e s c r i b e d f u r t h e r i n t h e f o l l o wi n g s e c t

LAPACK r o u t i n e s we r e t e s t e d wi t h t h r e e va r i a t i o n s :

1 . Us e QL i t e r a t i o n o n l y .

2 . At t h e b e g i n n i n g , a n d a f t e r e a c h e i g e n va l u e c o n v e r g e s , c h e c k

t h e t o p o r b o t t o m d i a g o n a l e l e me nt i s s ma l l e r . I f t h e t o p e l e
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s ma l l e r , c o mpu t e t h e n e x t e i g e n va l u e u s i n g QL i t e r a t i o n ; i f t h

e l e me n t i s s ma l l e r , c o mpu t e t h e n e x t e i g e n va l u e u s i n g QR i t e r a

3 . At t h e b e g i n n i n g , d e t e r mi n e wh e t h e r t h e ma t r i x s p l i t s ; c o mpa

t o p d i a g o n a l e l e me n t t o t h e l a s t d i a g o n a l e l e me nt b e f o r e t h e

t h e b o t t o m d i a g o n a l e l e me n t i f t h e ma t r i x d o e s n o t s p l i t . Ch o

o r QR i t e r a t i o n f o r t h a t p a r t o f t h e ma t r i x a c c o r d i n g t o wh e t h

t o p o r b o t t o m e l e me n t i s s ma l l e r . I f t h e ma t r i x d o e s s p l i t , t h
t h a t b l o c k i s c o mp l e t e d , � n d wh e r e t h e ma t r i x n e x t s p l i t s a n d u

s a me c r i t e r i o n f o r a p p l y i n g QL o r QR i t e r a t i o n t o t h i s b l o c k . C

I t e r a t i o n c o u n t s f o r e a c h v e r s i o n , a l o n g wi t h i t e r a t i o n c o u n t s

PACK QL r o u t i n e s , f o r p r o b l e ms o f s i z e n = 1 0 0 , i n s i n g l e p r e c i s i
l i s t e d i n Ta b l e 1 . Bo t h t h e n umb e r o f QR/ QL i t e r a t i o n s a n d t h e t o t a
b e r o f p a s s e s t h r o u g h t h e i n n e r l o o p f o r e a c h a l g o r i t hma r e l i s t e d
QR/ QL i t e r a t i o n s t h a t o c c u r e a r l y i n t h e c o mpu t a t i o n , b e f o r e ma n
va l u e s h a v e c o n v e r g e d o r b e f o r e t h e ma t r i x h a s s p l i t , r e q u i r e mo
t h r o u g h t h e i n n e r l o o p a n d h e n c e mo r e wo r k t h a n t h e l a t e r i t e r a t i o

t o t a l wo r k i s r o u g h l y p r o p o r t i o n a l t o t h e n umb e r o f p a s s e s t h r o u g h
l o o p , b u t ma y n o t b e p r o p o r t i o n a l t o t h e n umb e r o f i t e r a t i o n s . I n
a l l o t h e r c o mpa r i s o n s wi t h EI SPACK, t h e o n l y mo d i � c a t i o n t h a t h a
ma d e t o t h e EI SPACK r o u t i n e s i s i n t h e i r c o n v e r g e n c e t e s t s . Al l r
u s e t h e c r i t e r i o n

je( m) j � � � ( j d( m) j + j d( m+1 ) j ) for QL it erat i on; or

j e( m� 1 ) j � � � ( j d( m) j + j d( m� 1 ) j ) f or QRi t erat i on

t o d e t e r mi n e wh e t h e r d( m) h a s c o n v e r g e d t o a n e i g e n va l u e .

No t e t h a t t h e EI SPACK r o u t i n e I MTQL1 f a i l e d o n p r o b l e m 2 . Th i s

b e c a u s e mo r e t h a n 3 0 i t e r a t i o n s we r e r e q u i r e d t o � n d t h e � r s t e i g e n
EI SPACKa l l o ws n o mo r e t h a n 3 0 i t e r a t i o n s f o r a n y o n e e i g e n va l u e . O

� r s t e i g e n va l u e h a s b e e n f o u n d , h o we v e r , e a c h o f t h e r e ma i n i n g e i
c a n b e c o mpu t e d i n f a r f e we r t h a n 3 0 i t e r a t i o n s . He n c e t h e LAPACKr o

we r e wr i t t e n t o a l l o w a t o t a l o f n o mo r e t h a n 3 0 n i t e r a t i o n s f o r a l l e

b u t n o t t o r e s t r i c t t h e n umb e r o f i t e r a t i o n s f o r a n y o n e e i g e n va l u

I n p r o b l e m 3 , wh i c h i s g r a d e d f r o m l a r g e t o s ma l l , t h e me t h o d s

a l l o w f o r QR i t e r a t i o n s i g n i � c a n t l y o u t p e r f o r m t h o s e t h a t d o n o t
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o f n umb e r o f i t e r a t i o n s . S u r p r i s i n g l y , TQLRAT ( wh i c h u s e s QL i t e

a c t u a l l y r e q u i r e d t h e f e we s t t r i p s t h r o u g h t h e i n n e r l o o p a n d ,

s e e n i n t h e n e x t s e c t i o n , t h e l e a s t a mo un t o f t i me . Fo r a � x e d a l g

h o we ve r , t h e QR va r i a n t a p p e a r s t o o �e r a s i g n i � c a n t a d va n t a g e i

n umb e r o f i t e r a t i o n s a n d t o t a l wo r k . Wi t h e i t h e r o p t i o n ( 2 ) o r o p t i

e n t i r e c o mpu t a t i o n h a p p e n e d t o b e p e r f o r me d wi t h QR i t e r a t i o n , r

i n s i g n i � c a n t l y f e we r i t e r a t i o n s a n d p a s s e s t h r o u g h t h e i n n e r l o

c o r r e s p o n d i n g QL me t h o d s .

I n p r o b l e m 6 , t h e d e 
a t a b l e s a wt o o t h p a t t e r n , t h e a d va n t a g e s o f

( 3 ) o v e r e i t h e r o p t i o n ( 2 ) o r o p t i o n ( 1 ) a r e s e e n . S t r a t e g y ( 2 ) {
t h e t o p a n d b o t t o md i a g o n a l e l e me n t s t o d e c i d e b e t we e n QR o r QL i t e
{ i s r e a l l y i n a p p r o p r i a t e h e r e s i n c e t h e ma t r i x s p l i t s a n d o n l y o
t h e ma t r i x i s o p e r a t e d o n a t a t i me . S t r a t e g y ( 2 ) s wi t c h e d 7 t i me s

QR a nd QL i t e r a t i o n , b u t s t i l l r e q u i r e d mo r e i t e r a t i o n s a n d mo r e
t h r o u g h t h e i n n e r l o o p t h a n s t r a t e g y ( 3 ) . A mo r e s o p h i s t i c a t e d
a l l o wi n g s wi t c h i n g f r o mQR t o QL wi t h i n b l o c k s , a l wa y s c o mpa r i n g t
a n d b o t t o md i a g o n a l e l e me nt s o f t h e b l o c k t h a t i s a c t u a l l y b e i n g w

mi g h t o �e r s o me a d va n t a g e o v e r s t r a t e g y ( 3 ) b u t t h i s ma k e s b o o k k

( k e e p i n g t r a c k o f wh i c h p a r t s o f t h e ma t r i x h a v e a n d h a v e n o t b e e n
t o d i a g o n a l f o r m) mo r e d i �c u l t .

Fo r mo s t p r o b l e ms , e a c h o f t h e s e r o u t i n e s g a v e s i mi l a r l e v e l s o f
c o mpu t i n g e i g e n va l u e s t o h i g h a b s o l u t e p r e c i s i o n ( c o mpa r e d t o t h
t h e ma t r i x ) , b u t n o t n e c e s s a r i l y t o h i g h r e l a t i v e p r e c i s i o n . Ex c e

p r o b l e ms 2 a n d 3 , wh i c h we r e s t r i c t l y g r a d e d i n o n e d i r e c t i o n o r t
Fo r t h e s e p r o b l e ms , t h e r o o t - f r e e va r i a n t s we r e a b l e t o o b t a i n n
r e l a t i v e a c c u r a c y , p r o v i d e d t h e p r o p e r c h o i c e wa s ma d e b e t we e n QR

i t e r a t i o n . Re s u l t s f o r t h e s e t wo p r o b l e ms a r e s h o wn i n Ta b l e 2 .
Ba s e d o n t h e s e r e s u l t s , i t wa s d e c i d e d t o u s e s t r a t e g y ( 3 ) f o r c h

t we e n QL a nd QR i t e r a t i o n i n t h e LAPACKr o u t i n e s S STEQR a nd SSTERF.

Th i s i s t h e v e r s i o n t h a t wi l l b e u s e d i n a l l f o l l o wi n g c o mpa r i s o n s
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oot- reevs. Stan ar etho s

S t a n d a r d v e r s i o n s o f t h e QR/ QL a l g o r i t hm r e q u i r e c o mpu t i n g s q u a r

i n t h e i n n e r l o o p . On ma c h i n e s t h a t d o n o t h a v e a h a r dwa r e s q u a r e
f u n c t i o n , t h i s c o mpu t a t i o n c a n b e t i me - c o n s umi n g . Co n s i d e r a b l e

g o n e i n t o d e r i v i n g a l g o r i t hms t h a t a r e ma t h e ma t i c a l l y e q u i va l e nt

b u t d o n o t r e q u i r e s q u a r e r o o t s .

On e s u c h a l g o r i t hm, d e r i v e d b y Re i n s c h [3 ], h a s b e e n i mp l e me n t e

t h e EI SPACK r o u t i n e TQLRAT. At o n e p o i n t i n t h e Re i n s c h a l g o r i t hm i

n e c e s s a r y t o d i v i d e b y a q u a n t i t y t h a t c o u l d b e z e r o . I f i t i s t o o

r e p l a c e d b y s o me t h i n g o n t h e o r d e r o f t h e ma c h i n e p r e c i s i o n . Th i s p
c a n b e ju s t i � e d i n a b a c k wa r d e r r o r s e n s e , a s c h a n g i n g t h e p r o b l e
a mo un t t h a t i s t i n y c o mpa r e d t o t h e n o r mo f t h e ma t r i x ; b u t i f t h i s
me n t i s ma d e , t h e n v e r y s ma l l e i g e n va l u e s wi l l c e r t a i n l y n o t b e c
a c c u r a t e l y i n a r e l a t i v e s e n s e .

A r o o t - f r e e a l g o r i t hm t h a t a v o i d s t h i s c h e c k f o r a z e r o d i v i s o

v e l o p e d b y Pa l , Wa l k e r , a n d Ka h a n [ 2 ] . I t , t o o , ma y f a i l t o � n d v e
e i g e n va l u e s t o h i g h r e l a t i v e a c c u r a c y , b u t i t i s s o me wh a t mo r e e l e
t h e Re i n s c h a l g o r i t hm i n t h a t t h e r e a r e n o r e q u i r e me n t s f o r r e p l a
d i v i s o r s . Th i s a l g o r i t hm ha s b e e n i mp l e me n t e d i n t h e LAPACK r o u

SSTERF.

Ta b l e 3 s h o ws t i mi n g s o n t h e S u n - 4 f o r EI SPACK r o u t i n e s I MTQL1 a
TQLRAT a nd f o r LAPACK r o u t i n e s S STEQR a nd SSTERF ( u s i n g s t r a t e g y
( 3 ) f o r s e l e c t i n g b e t we e n QR a nd QL i t e r a t i o n ) . Th e S un - 4 d o e s n o t

h a r dwa r e s q u a r e r o o t f u n c t i o n , a n d , i n f a c t , e v e n i f i t d i d , i t wo u
EI SPACK r o u t i n e I MTQL1 a s i t s t a n d s . Th i s r o u t i n e wa s wr i t t e n t o

s o f t wa r e s q u a r e r o o t r o u t i n e , PYTHAG, wh i c h s h o u l d c e r t a i n l y b e r e

a b e t t e r s q u a r e r o o t f u n c t i o n i s a va i l a b l e . ( We d i d n o t mo d i f y t h e
r o u t i n e s f o r t h i s t e s t , e x c e p t f o r t h e c o n v e r g e n c e t e s t , d e s c r i b e d

p r o b l e ms o f s i z e n = 1 0 0 , 2 0 0 , a n d 5 0 0 we r e u s e d . >Fr o mt h e t i mi n g s

n = 1 0 0 c o l umn o f Ta b l e 3 a n d t h e c o u n t s o f p a s s e s t h r o u g h t h e i n n e r l
Ta b l e 1 , o n e c a n d e t e r mi n e t h e a p p r o x i ma t e t i me r e q u i r e d f o r a s i n

t h r o u g h t h e i n n e r l o o p i n e a c h o f t h e s e a l g o r i t hms :

IMTQL1 : � 8 : 4 E� 5 sec onds

SSTEQR: � 5 : 1 E� 5 sec onds
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TQLRAT : � 3 : 9 E � 5 sec onds

SSTERF : � 4 : 7 E� 5 sec onds

Fr o m t h e s e t i mi n g s i t a p p e a r s t h a t t h e r o o t - f r e e a l g o r i t hms o �e
c a n t a d va n t a g e o v e r t h e s t a n d a r d i mp l i c i t QL me t h o d o n a ma c h i n e wi

h a r dwa r e s q u a r e r o o t . Th e Re i n s c h a l g o r i t hmTQLRAT i s s o me wh a t f a

t h a n t h e Pa l - Wa l k e r - Ka h a n va r i a n t S STERF, b u t b e c a u s e t h e d i � e r e

n o t g r e a t , we o p t e d t o u s e t h e mo r e e l e g a n t Pa l - Wa l k e r - Ka h a n a l g o r

LAPACK.

7 ilkinson's Shift vs. erfect Shifts for

igenvector omputation

Whe n i t i s d e s i r e d t o c o mpu t e t h e e i g e n ve c t o r s o f t h e t r i d i a g o n a l
o f a f u l l ma t r i x t h a t h a s b e e n r e d u c e d t o t r i d i a g o n a l f o r m) a s we

e i g e n va l u e s , o n e mi g h t c o n s i d e r t h e f o l l o wi n g s t r a t e g y :

1 . Ma k e a c o p y T0 o f t h e ma t r i x T .

2 . Co mpu t e a n e i g e n va l u e o f T0 u s i n g QR/ QL wi t h t h e s t a n d a r d Wi l k i n -
s o n s h i f t .

3 . Us e t h i s e i g e n va l u e a s a s h i f t i n a QR/ QL e i g e n ve c t o r c o mpu t a t i
T . Af t e r � n d i n g a n e i g e n ve c t o r ( p r o b a b l y , b u t n o t n e c e s s a r i l y
c o r r e s p o n d i n g t o t h e c o mpu t e d e i g e n va l u e ) , g o t o s t e p 1 .

Wh e n t h e e i g e n ve c t o r s a r e r e q u i r e d , t h e b u l k o f t h e wo r k i s i n c o

t h e p r o d u c t o f t h e p l a n e r o t a t i o n s . Th e f o l l o wi n g o b s e r va t i o n ma
t o r e d u c e t h e a mo un t o f wo r k . S u p p o s e we h a d a n e x a c t e i g e n va l u
a n d we we r e t o p e r f o r m o n e e x a c t s t e p o f t h e QR a l g o r i t hm u s i n g �

s h i f t . Fo r t h i s o n e s t e p t h e e i g e n va l u e wo u l d b e mo v e d d o wn t o t h e

r i g h t h a n d c o r n e r , a n d t h e � n a l s u b d i a g o n a l e l e me n t wo u l d b e z e r o
t h e e i g e n ve c t o r o f t h e t r a n s f o r me d t r i d i a g o n a l ma t r i x c o r r e s p o n
wo u l d b e en ( t h e l a s t c o l umn o f t h e i d e n t i t y ma t r i x ) a n d t h e c o r r e s p o

e i g e n ve c t o r o f t h e o r i g i n a l t r i d i a g o n a l ma t r i x wo u l d b e t h e p r o d

s u c c e s s i v e p l a n e r o t a t i o n s .
A g o o d a l g o r i t hm wi l l p r o d u c e v e r y a c c u r a t e e i g e n va l u e s , b u t t

n o t i n g e n e r a l e x a c t . S i n c e t h e y a r e u s u a l l y i r r a t i o n a l we c a n n o t
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va l u e s . I t i s i mp o r t a n t t o u n d e r s t a n d h o w t h i s a �e c t s t h e p e r f o r m

k n o w t h a t i f a n i n t e r me d i a t e s u b d i a g o n a l e l e me n t we r e ze r o , i t wo u l

z e r o i n a l l i t e r a t i o n s . I n s u c h a c a s e i f � we r e a n e i g e n va l u e b e l o n

u p p e r t r i d i a g o n a l ma t r i x, we c o u l d n e v e r ma k e t h e e i g e n va l u e mo ve d

t h e b o t t o m r i g h t - h a n d c o r n e r e v e n wi t h a n e x a c t � a n d e x a c t c o mpu t

On e mi g h t e x p e c t t h e n t h a t i f a s u b d i a g o n a l i s s ma l l , i t mi g h t t a k e

e r a t i o n s t o ma k e a n e i g e n va l u e t h a t b e l o n g e d t o t h e u p p e r t r i d i a g o

mo ve d o wn t o t h e b o t t o m i f we we r e u s i n g a � t h a t wa s n o t e x a c t . I n

t h e s i t u a t i o n i s wo r s e ; a s u c c e s s i o n o f s ma l l i s h ( b u t b y n o me a n s p

c a l l y s ma l l ) s u b d i a g o n a l e l e me nt s h a s t h e e �e c t o f a l mo s t d e c o u p l i
t r i d i a g o n a l ma t r i x f r o m t h e b o t t o m a nd s e v e r a l i t e r a t i o n s ma y b e
e v e n i f � i s a c o r r e c t l y r o u n d e d e i g e n va l u e . Th e p h e n o me n o n h a s l i t
wi t h t h e r o u n d i n g e r r o r s ma d e i n t h e QR a l g o r i t hm, a n d t h i s a c t u a l

o n l y a mi n i ma l r o l e i n t h e p e r f o r ma n c e . Wi t h a n a c c u r a t e b u t n o n -
i t ma y t a k e a n umb e r o f s t e p s o f QR e x e c u t e d i n e x a c t a r i t hme t i c t o
t h e r e l e va n t e i g e n va l u e t o t h e b o t t o m.

Th e u s u a l Wi l k i n s o n s h i f t s t r a t e g y ( S STEQR) wa s c o mpa r e d wi t h
p e r f e c t s h i f t a l g o r i t hm ( S STEPS ) , a n d r e s u l t s a r e s h o wn i n Ta b l e

t a b l e g i v e s t i me s o n t h e S u n 4 f o r p r o b l e ms o f s i z e n = 1 0 0 a n d n = 2 0
we l l a s c o u n t s o f t h e n umb e r o f vector i t e r a t i o n s a n d t h e n umb e r o f p

t h r o u g h t h e i n n e r l o o p d u r i n g t h e v e c t o r i t e r a t i o n s . Th i s l a t t
s h o u l d b e r o u g h l y p r o p o r t i o n a l t o t h e t o t a l wo r k . S i mi l a r e x p e r i m
r u n o n a CRAY X- MP wi t h t h e s a me g e n e r a l b e h a v i o r .

Wh i l e t h e p e r f e c t s h i f t s t r a t e g y g i v e s s o me i mp r o v e me n t o v e r t h e
Wi l k i n s o n s h i f t f o r mo s t p r o b l e ms , t h e d i � e r e n c e i s n o t g r e a t .

p r o b l e ms , i t i s s l i g h t l y s l o we r . I t i s f e a r e d t h a t wh e n e i g e n va l
c o mpu t e d t o h i g h r e l a t i v e p r e c i s i o n , t h e c o mpu t e d e i g e n va l u e s mi g h

b e i n e �e c t i v e s h i f t s . Fo r t h i s r e a s o n , i t wa s d e c i d e d t o u s e t h e
Wi l k i n s o n s h i f t a l g o r i t hm i n t h e LAPACK r o u t i n e S STEQR.
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Ta b l e 1 : I t e r a t i o n Co un t s f o r Di � e r e n t QR/ QL S t r a t e g i e s
No. QR/QL No. Passes through QRor QL or

Case Rout i ne I terat i ons I nner Loop No. Swi tches

Case 1. IMTQL1 195 10520 QL

Constant SSTEQR(1) 176 8970 QL

Di agonal SSTEQR(2) 172 8963 1
SSTEQR(3) 176 8970 QL

TQLRAT 184 9905 QL
SSTERF(1) 170 8926 QL
SSTERF(2) 170 8926 QL
SSTERF(3) 170 8926 QL

Case 2. IMTQL1 f ai l ed

Graded SSTEQR(1) 113 6776 QL

f rom SSTEQR(2) 113 6776 QL

Smal l to SSTEQR(3) 113 6776 QL

Large
TQLRAT 57 4254 QL
SSTERF(1) 57 4189 QL
SSTERF(2) 57 4189 QL
SSTERF(3) 57 4189 QL

Case 3. IMTQL1 199 9999 QL

Graded SSTEQR(1) 197 9997 QL

f rom SSTEQR(2) 113 6776 QR

Large to SSTEQR(3) 113 6776 QR

Smal l
TQLRAT 135 3905 QL

SSTERF(1) 184 9955 QL
SSTERF(2) 57 4189 QR
SSTERF(3) 57 4189 QR

Case 4. IMTQL1 147 2391 QL

Sawtooth SSTEQR(1) 115 2126 QL
SSTEQR(2) 130 2502 15
SSTEQR(3) 115 2126 QL

TQLRAT 93 2664 QL
SSTERF(1) 75 2417 QL
SSTERF(2) 75 2417 1
SSTERF(3) 75 2417 QL

cont i nued on next page
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cont i nued f romprevi ous page

No. QR/QL No. Passes through QRor QL or

Case Rout i ne I terat i ons I nner Loop No. Swi tches

Case 5. IMTQL1 136 1429 QL

More SSTEQR(1) 100 1397 QL

Di agonal l y SSTEQR(2) 106 1501 10

Domi nant SSTEQR(3) 100 1397 QL

Sawtooth
TQLRAT 89 1037 QL
SSTERF(1) 82 1325 QL
SSTERF(2) 82 1311 16
SSTERF(3) 82 1325 QL

Case 6. IMTQL1 141 912 QL

De
atabl e SSTEQR(1) 132 903 QL

Sawtooth SSTEQR(2) 124 865 7
SSTEQR(3) 100 755 8

TQLRAT 87 488 QL
SSTERF(1) 111 772 QL
SSTERF(2) 99 705 7
SSTERF(3) 59 496 8

Case 7. IMTQL1 199 10455 QL

Random SSTEQR(1) 184 9716 QL
SSTEQR(2) 177 9798 4
SSTEQR(3) 178 9723 QR

TQLRAT 193 10033 QL
SSTERF(1) 182 9714 QL
SSTERF(2) 176 9866 4
SSTERF(3) 173 9514 QR

Case 8. IMTQL1 201 10278 QL

Random SSTEQR(1) 186 9307 QL
SSTEQR(2) 187 9354 4
SSTEQR(3) 186 9307 QL

TQLRAT 193 9579 QL
SSTERF(1) 183 9213 QL
SSTERF(2) 184 9155 4
SSTERF(3) 183 9213 QL
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Ta b l e 2: Ac c ur a c y o f Di �e r e n t QR/QL S t r a t e g i e s . (� = :5 96e� 07)
Max. Abs . Error

Case Rout i ne over Matr i x Norm Max. Rel . Error

Case 2. IMTQL1 . 77e-07 . 20e+02

Graded SSTEQR(1) . 14e- 06 . 12e- 02

f rom SSTEQR(2) . 14e- 06 . 12e- 02

Smal l to SSTEQR(3) . 14e- 06 . 12e- 02

Large
TQLRAT . 14e- 06 . 84e- 06
SSTERF(1) . 21e- 06 . 19e- 05

SSTERF(2) . 21e- 06 . 19e- 05
SSTERF(3) . 21e- 06 . 19e- 05

Case 3. IMTQL1 . 70e- 07 . 12e- 02

Graded SSTEQR(1) . 77e- 07 . 27e- 02

f rom SSTEQR(2) . 14e- 06 . 12e- 02

Large to SSTEQR(3) . 14e- 06 . 12e- 02

Smal l
TQLRAT . 11e- 06 . 55e+06
SSTERF(1) . 79e- 07 . 69e+06
SSTERF(2) . 21e- 06 . 19e- 05
SSTERF(3) . 21e- 06 . 19e- 05

Ta b l e 3: Ti mi n g s f o r Impl i c i t QR/ QL a nd Ro o t -Fr e e Va r i a n t s
Case Rout i ne Ti me i n seconds

n=100 n=200 n=500

Case 1. IMTQL1 . 86 3. 1 19.

Constant SSTEQR . 50 1. 7 10.

Di agonal TQLRAT . 32 1. 2 7. 8
SSTERF . 38 1. 4 8. 7

Case 2. IMTQL1 f ai l ed

Graded SSTEQR . 30 1. 2 7. 7

f romSmal l TQLRAT . 18 . 74 4. 2

to Large SSTERF . 19 . 74 4. 4

Case 3. IMTQL1 . 70 2. 9 14.

Graded SSTEQR . 34 1. 4 7. 6

f romLarge TQLRAT . 19 . 63 3. 6

to Smal l SSTERF . 20 . 90 4. 4
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Case 4. IMTQL1 . 21 . 45 . 97

Sawtooth SSTEQR . 11 . 27 . 82
TQLRAT . 12 . 28 1. 3
SSTERF . 12 . 34 1. 5

Case 5.
More IMTQL1 . 12 . 26 . 72

Di agonal l y SSTEQR . 09 . 20 . 65

Domi nant TQLRAT . 07 . 15 . 63

Sawtooth SSTERF . 08 . 19 . 59

Case 6. IMTQL1 . 08 . 18 . 54

De
atabl e SSTEQR . 05 . 13 . 53

Sawtooth TQLRAT . 04 . 18 . 62
SSTERF . 04 . 11 . 44

Case 7. IMTQL1 . 89 2. 9 18.

Random SSTEQR . 52 1. 9 11.
TQLRAT . 34 1. 2 8. 0
SSTERF . 45 1. 5 8. 9

Case 8. IMTQL1 . 91 3. 0 18.

Random SSTEQR . 51 1. 9 12.
TQLRAT . 32 1. 2 8. 9
SSTERF . 42 1. 5 11.
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Table 4: Timi ngs for Wi l ki n s o n Shi f t a n d Pe r f e ct S h i f t Al g o r i t hms
n = 100 n =200

time no. vector no. i nner t i me no. vector no. i nner

Case Rout i ne (secs . ) i t erat i ons loop passes ( secs . ) i t erat i ons l oop passes

Case 1.
Constant SSTEQR 7. 6 176 8970 81 335 33741

Di agonal SSTEPS 6. 8 141 7338 72 292 30107

Case 2.
Graded SSTEQR 31 113 6776 200 240 27794

fromSmal l SSTEPS 31 113 6776 200 242 27858

to Large

Case 3.
Graded SSTEQR 31 113 6776 200 240 27794

f romLarge SSTEPS 31 113 6776 200 242 27858
to Smal l

Case 4.
Sawtooth SSTEQR 9. 8 115 2126 39 214 4289

SSTEPS 9. 3 105 2011 45 200 4084

Case 5.
More SSTEQR 8. 9 100 1397 20 184 2746

Di agonal l y SSTEPS 8. 2 96 1426 20 190 2762
Domi nant
Sawtooth

Case 6.
De
atabl e SSTEQR . 69 100 755 2. 6 199 1535

Sawtooth SSTEPS . 72 91 720 2. 6 183 1471

Case 7.

Random SSTEQR 11 178 9723 150 358 37207
SSTEPS 9. 3 150 8200 150 314 31379

Case 8.
Random SSTEQR 7. 9 186 9307 110 361 35706

SSTEPS 7. 4 155 7941 120 309 31721
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