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1 Orientierung

Definition: Zwei Karten heiflen orientiert verbunden, wenn das Differential
des Kartenwechsels positive Determinante hat.

Unter einer Orientierung einer Mannigfaltigkeit versteht man z.B. einen maxi-
malen orientiert verbundenden Atlas. Die Tangentialrdume seien dann so orien-
tiert, dafl die Differentiale der Kartenabbildungen orientierungserhaltend sind,
wenn der R™ mit der Standardorientierung [(eq, ..., e,)] versehen ist.

Ein Diffeomorphismus f : M — N zwischen orientierten Mannigfaltigkeiten
heifit orientierungserhaltend (bzw. -umkehrend), wenn fiir alle p € M sein
Differential d, f : T, M — TN orientierungserhaltend (bzw. -umkehrend) ist.

2 Integration

1) Sei ¢ : R” — R™ linear. Da dim AIt"R™ = 1, ist ¢* die Multiplikation mit
einer reellen Zahl. Wegen (¢* det)(eq,...,en) = det(peq, ..., pe,) = det @ gilt
©*w = det(y) - w fiir alle w € AIt"R™.

2) Fir w = fdzy---dr, € Q!R" und U C R" offen sei [, w := [,; fdz. Dann
gilt fiir jeden C'-Diffeomorphismus ¢ : R* — R mit o(V) = U:

/Uw = /dea:T:F/V(fo<p)|detd<p|dei§eo.i/v(fo<p) det do dx

0 i/(w*f)dw*(dwlmdﬂ?n):i/w*w,
(1) \% \%

dabei ist das Vorzeichen genau dann positiv (negativ), wenn ¢ orientierungser-
haltend (-umkehrend) ist.

3) Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit, w € Q2M mit Trw C U fiir eine
orientierungserhaltende Karte (U, h). Dann ist [}, w = [,w = fh(U)(hfl)*w
wegen (2) wohldefiniert.

4) Fiir beliebiges w € QUM sei M durch Kartengebiete (U;, h;) tiberdeckt und
(7;) eine subordinierte Partition der Eins. Das Integral von w ist dann definiert

durch: w = Z / 7; w. Wegen der lokalen Endlichkeit einer Partition der
M Ju

Eins und da Trw kompakt ist, sind nur endlich viele 7; w # 0 und die Summe



existiert jedenfalls. Zur Wohldefiniertheit: Sei (Vj, k;) ein weiterer Altas, und
(0;) eine subordinierte Partition der Eins. Dann gilt

Z/Vojw = ZZ/VT,L-O'J‘LU wegen Y. 7 = 1
J Y F i
ZZ/VﬂUTinw daTrr; CU;
J 3 J T
D ELTES By

7 J U; 4 U;

Notiz (Transformationsformel): Aus (2) folgt sofort, dafl fiir einen Diffeomor-
phismus ¢ : M — N und w € Q2(N) gilt: [,, p*w = + [ w (positives Vorzei-
chen, wenn ¢ orientierungserhaltend und negatives, wenn -umkehrend ist).

2.1 Berandete Mannigfaltigkeiten

Definition: Ein Homéomorphismus h zwischen einer offenen Teilmenge eines
Raumes M und einer in R™ oder H" := {(z1,...,2,) € R"|z,, > 0} offenen
Teilmenge heifit berandete n-dimensionale Karte fiir M. Damit kann man dann
berandete Altanten, berandete differenzierbare Strukturen, etc definieren.

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand ist ein zweitabzidhlbarer
Hausdorffraum mit einer berandeten differenzierbaren Struktur. Der Rand M
von M besteht aus allen Punkten, die durch eine (dann jede) Karte nach OH"™ :=
{(z1,...,2,) € R"|z,, = 0} = R"~! x 0 abgebildet werden.

Eine Abbildung soll in einem Randpunkt differenzierbar heiflen, wenn sie sich
beziiglich Karten differenzierbar auf eine in R™ offene Umgebung fortsetzen 148t.

Der Rand OM erhilt durch die Einschrinkung der Karten von M einen
(n — 1)-dimensionalen Atlas und wird so zu einer (unberandeten) (n — 1)-
dimensionalen Mannigfaltigkeit.

Konvention: Sei H" mit der Standardorientierung (es,...,e,) versehen. Da-
mit der Satz von Stokes ohne Vorzeichen gilt, ist die induzierte Orientierung
auf OH™ durch die Karte

h:0H" — Rnil, (IE1, ey Ln—1, 0) = ((71)”!171, T2,... ,’I‘n_l)

gegeben. Allgemeiner sei fiir eine positiv orientierte Karte (hy, ..., h,) : U — H®
die Karte OU — R" ™Y x — ((—=1)"h1(z), ha(x), ..., hn_1(z)) positiv orientiert.



3 Der Satz von Stokes

Notation: Xj---p--- X, soll heiflen, dafi der u-te Faktor fehlt.
| f|dt| ist einfach das Integral iiber ¢ (|dt| weil es dann nicht mit der 1-Form zu
verwechseln ist).

Satz (Stokes): Sei M eine orientierte n-dimensionale berandete Mannigfaltig-
keit und w € Q7~1(M) eine (n — 1)-Form mit kompaktem Triger. Dann gilt

/dw:/ w
M oM

Dabei soll 9M mit der induzierten Orientierung versehen sein und f on W be-
deutet faM i*w, wobei i : OM — M die Inklusion ist.

Beweis: 1. Schritt -~ M =R" Seiw =3_"_, f,dvy---[i---dzy, also

n n ) , R n o .

ox
p=1 "

Wegen

[ a o [ ([ B i,
R™ 81‘“ Fubini oo o 0o 8,%“

oo oo _
= /o;)--/oo[fu(xl,...,;vn)]w:;_oo dry---pf---dx,

konEATr. /_OO/_OO(O—O)dﬂfl’udxn:O

gilt
n
0
dw:Z(—l)#il/ f“dz Z/zw—/
R le n OR™
. " . 3f,t .
2. Schritt — M = H": Fiir p # n gilt wieder 3 = 0 aber hier ist
H» .’17#

Ofn -~ R > Ofn
o 87ndx o /_Oo /_Oo< | axn d$n> dry---dr,—1

HDI /700/ [fa(z1,. - 20 )]in—o dry - drn_1

— 00

komi,Tr. [w/ (Offn(icl,...,l’n_l,())) d:Cl"‘dl'n_l,

— 00

und daher

/ dw = (— / / fal@1, .o 2p-1,0)day - - - day .

d i
Tp flrp 7 n, und somit

Andererseits ist i*dx, = di*r, = d(x, 01) = )
0 fir u=n

n

w=> (i"fu) (1) fi- - ((Tdwy) = (fo 04) day - day s

p=1



Die Orientierungskonvention besagt jetzt, daf die Karte (0H", (z1,...,Zp—1,0) —
(21,...,2n—1)) genau dann positiv orientiert ist, wenn n gerade ist. Also gilt

/aHn Fo = (7 /Rnfl(fno i) da
(=" /_O;/_Z fal@y, .. Tn_1,0)dzy -+ dzp_1

/dw

3. und letzter Schritt — M beliebige Mannigfaltigkeit: Sei {(Uy, hqa)} ein ori-
entierter Atlas und {7,} eine subordinierte Zerlegung der Eins. Da d und das
Integral linear sind, geniigt es, den Satz fiir alle 7, w zu beweisen. Da h,, orien-
tierungserhaltend ist, folgt mit der Transformationsformel und der Natiirlichkeit
der Cartan-Ableitung

[t = [ dmorz [ ey s [ a0 e

@

Die Form (h3')* d(74 w) hat wieder kompakten Triger und wenn man sie durch
Null auf ganz R™ bzw. H" fortsetzt, kann man den 1. bzw. 2. Schritt anwenden
und erhalt

/ d(h;l)* (Taw):/ (h;l)* (Taw):/ Taw:/ T W.
ha(Ua) ha(8Uq) TF Jau, oM

Die Transformationsformel kann man erneut anwenden, da mit h, auch hy|0U,
orientierungserhaltend ist. (Il



4 Poincaré-Lemma

Sei m: R x R — R" (z,t) — x die Projektion und s : R* — R” x R,z >
(x,0) der Nullschnitt. Wegen 7s = idg~ gilt auch (7s)* = s*7* = idg«®n) und
s*r* = ldH*(]R”)

4.1 Satz: s* : H*(R" x R) — H*(R") und «* : H*(R") — H*(R™ x R) sind

zueinander inverse Isomorphismen.

Beweis: Zu zeigen ist noch 7%s* = idp«gnxr). Dazu geniigt es, eine lineare
Abbildung K : Q*(R™ x R) — Q*(R™ x R) zu finden, die

ide- (g xp) — 75" = £(dK — Kd) (%)

erfiillt, denn fiir alle w mit dw = 0 ist dann (dK — Kd)w = dKw— Kdw = d(Kw)
und somit id — 7*s* auf H*(R™ x R) die Nullabbildung.

Sei nun K : QF(R™ x R) — QF1(R™ x R) definiert durch !

(1) K(f(z,t)dz;) =0
(2) K(f(z,0)dwydt) = day [ f

Nebenrechnung: 7*s*dx; = d(z;0s0m) = dx; und 7*s*dt = d(tosom) = d0 =0,
sowie m*s* f(x,t) = (f o som)(x,t) = f(x,0).

Fir w = f(x,t) dxy gilt:

(dK — Kd)w

_ of ~of
0— Kdw=—K (ath; axidxz) dr;

= —-K (63{ dt) dx; mnach Definition (1)
0
= —K(—l)ka—{dmldt

tof
— _1\k+1
= ( 1) o 7((% |dt|dm1

= (=1)"dxy (f(z,t) — f(x,0))

= (DM (w—7*s*w)
Sei nun w = f(x,t) dzydt. Wegen m*s*dt = 0 ist (id — 7*s*)w = w. Ausserdem:
of — of
Kdv = K | =dt ——dz; | dvydt
w <8t + ; oz, :c) T g

n t
Z/ of |dt| dx; da 5
i1 0 3:51

Ydzy =dzy, - dzy, und dey =dzy, - dog,




und

t
dKw = d ild
i (/ S, 7)ldr| )
- (;/0 B 4t dei + f(@,0) dt) da;

Also (dK — Kd)w = (—1)F 1w = (id — 7*5*)w.
Somit gilt dK — Kd = (—1)k=1(id — 7*s*) fiir alle k-Formen. O

R firk=0

4.1.1 Korollar (Poincaré-Lemma): H*(R") = H*(R?) = {
0 sonst

Sei allgemeiner M eine Mannigfaltigkeit und 7 : M x R — M, (p,t) — p
sowie 8¢ : M — M X R,p — (p,t). Fast wortlich genau so wie oben zeigt man,
daB fiir beliebiges ¢ € R die Abbildungen s; : H*(M x R) — H*(M) und
7 H*(M) — H*(M x R) zueinander inverse Isomorphismen sind.

4.1.2 Korollar (Homotopie-Invarianz): Seien f,g : M — N C°°-homotope
Abbildungen. Dann gilt f* = g*

Beweis: Sei F: M x R — N eine C*°~-Homotopie von f nach g. Dann ist f =
Fospund g = Fosy. Also f* = (Fosg)* =s{oF* und g* = (Fosy)* = sjoF™.
Nun sind s7 und s§ beide invers zu 7*, also gleich und somit auch f* =g*. O

Definition: Zwei Mannigfaltigkeiten M und N heiflen homotopiedquivalent
im C°°-Sinn, wenn es differenzierbare Abbildungen f: M — N und g : N —
M gibt, so dafl f o g und g o f C°°-homotop zu idy bzw. idy; sind.

4.1.2.1 Korollar: Im C*-Sinne homotopiedquivalente Mannigfaltigkeiten ha-
ben die selbe de Rham Kohomologie.

Beweis: Dannist ¢* f* = (fg)* = idj.y und f*g* = (9f)* = id}-p;. Also sind
f* und g* Isomorphismen. O

Definition: Ein Teilraum A eines Raumes X heifit Deformationsretrakt,
wenn es eine Abbildung p: X — A mit poi =id4 und 70 p ~ idx gibt. Dabei
soll i : A — X die Inklusion sein. p heifit dann Deformationsretraktion.

4.1.2.2 Korollar: Ist eine Untermannigfaltigkeit My C M Deformationsre-
trakt von M, so haben M und M, die selbe de Rham Kohomologie.
5 Poincaré Lemma fiir 4 R"

Da 7*w im allgemeinen keinen (nur fiir w = 0) kompakten Tréger hat, definiert
man stattdessen , : QF(R" x R) — QF~1(R") durch

(1) f(x,t)der—0
(2) flz,t)ydaydt—day [7 fx,t)|dt]



Diese Abbildung erfiillt dr, = m.d, denn fiir Formen vom Typ (1):

> d.’l?]

_ [o( )kaf\dt|dx1+20
(=
(-

D*(f(w,00) — f(z, —00)) dy
D0 —0) =0 = mw=dr.w

und fiir Formen vom Typ (2):

medw = mid f(x,t)drydt

_ of — of

zz/

= d/ f(x,t)|dt| dzy — d auf QF~1(R")

) de dt

d.’E}

= dmw

Also induziert 7, eine Abbildung 7, : H¥(R" x R) — HF~1(R").

Sei nun e = e(t)dt € QL(R) mit [ e =1und e, : Q5(R") — QF(R" xR),w -
w A e. Auch diese Abbildung kommutiert mit d, denn de,w = d(w A e) = (dw) A
e+ (—=1)Fw Ade = (dw) A e = e.dw, da de als 2-Form auf R natiirlich Null ist.

Aus den Definitionen folgt sofort e, = idQ;z(Rn):

Tuexw = Teexf(x)drr = m f(x)e(t)dxy dt

/ F(@)e(t)ldt] d

- ﬁ@[»(ﬂme=w

und damit auch m.e, = idgrgn). Um esme = idgrmnxr) 2u zeigen, definiert
man K : QF(R" x R) — QF~1(R" x R) durch

(1) f(z,t)der—0

(2) f(z,t)dzydt— dxy (/too flz,7)|dr| — /too e(T)|dr| /0; f(x,t)|dt|>

Satz: Auf HF(R" x R) gilt id — e.m, = (—1)*"1(dK — Kd).



Beweis: (1) Fir w = f(z,t) dzy gilt (id — esmi)w = w, da mw = 0;
¢
= (=1)*da; (f(a:,t) —/ e- O)

(K — Kdw = do— K df(z,t)de;
of " 9f )
= —K(Zdt+) | day
<8t —~0
8tdtd1‘[
t 6f t o} 8f
_(_q1\k+L 9] _ 95
= (1) d.r]<ooat /Ooe/ooat>
= ()
(2): w = f(x,t)dxydt, also

o0
(id—e*w*)w:w—/ fldt|dxzy Ne.

Andererseits
dKw = d (/ / / ) dx g
0
= < 3 )dt+z</ B, / / f>d:cl>d:w
und
_ of — Of
Kdo = K((%dt+;a )dszt
= Kz; gf dz; dv g dt
= dx; d
=0 </ Oz; / / azz) Tty
also
(dK — Kdjw = (—1)*1 (f - e(t)/ f) dxydt
= (1)t (w — / fldt| dzx e(t)dt)
= (=D)*1({d — e,m)w
O
Korollar: ., : Hf"’l(R” x R) — Hf(R”) und e, : Hf(R") — Hf"‘l(R” x R)
sind zueinander inverse Isomorphismen. O
Korollar (Poincaré-Lemma): H¥(R") = {R fiir k= O
0  sonst

Notiz: Im Gegensatz zu H* ist H} also nicht homotopie-invariant.



